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Erster Abschnitt. 
Ornndlagen der Integral -Reclmang. 

§ 1. Das bestbnmte und das tinbestimmte Integral. 

212. Die Grandaii%abe der Differential-Rechnung besteht 
darin, zu einer in dem Intervalle {a, ß) eindeutig definirten 
stetigen Function F(x) den Differentialquotienten, d. i. den 
Grenzwert 

(ly lim ^(^ + ^)-J^(^) 

f&r ein unbestimmtes x aus (a, ß) anzugeben. 

Aus der ümkehrung dieser Aufgabe entspringt die neue: 
Es ist eine Function F(x) so zu bestimmen, dass ihr Diffe- 
rentialquotient für jedes x aus dem Intervalle (a, ß) durch 
den zugehörigen Wert der ftir dieses IntervaU gegebenen ein- 
deutigen Function f{x) dargestellt werde, dass sie also der Glei- 
chung genüge 

(2) '-^-fi^)- 

Hiermit ist das Qrundproblem der Inteffräl-Bechnimg ausge- 
sprochen. 

Wenn eine Function von dieser Beschaffenheit existirt, so 
muss sie nothwendig eindeutig und stetig sein in dem Inter- 
valle (a, ß), weil nur einer solchen Function an jeder Stelle 
ein bestimmter Differentialquotient in dem durch das Symbol 
(1) bezeichneten Sinne zukommt (20). 

Die Existenz einer Function, welche der Gleichung (2) 

Ca über, VorlMungen. n. 1 
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genügt, vorausgesetzt, kann man mit den Hilfsmitteln der 
Differential-Rechnung zu einer formalen Lösung der durch (2) 
gestellten Aufgabe wie folgt gelangen. 

Es seien a, x zwei yon einander verschiedene Zahlen aus 
dem Bereiche (a, ß). Man theile das Intervall (a, x) durch. 
Einschaltung von n — 1 Zwischenwerten Xf, x^y , . , iCgn— a in 
n kleinere Intervalle (a, rcg), (a?2; ^^4), • . . (ä;««— a, x)\ um eine 
bestimmte Vorstellung zu haben, denke man sich die Zahlenreihe 

(3) a = Xq, X%y X4.y . , , X^n—\%, X2n = i» 

steigend. 

Nach dem Mittelwertsatze (87) gibt es in dem Intervalle 

welches wir als das x-te bezeichnen, einen Zwischenwert 
lax— 1 derart, dass 

(4) F{Xi^) — F(Xiu-2) = (a?2x — Xin-i)f{hx-l) . 

Setzt man hierin nach und nach x s= 1, 2, . . . ^ — 1, so er- 
gibt sich das Gleichungssystem 

Fix,) - Fix,) = ix, - x,)fi^) 



(ö) 



Fix) — FiXi,-a) = (a; — «2,-2) /"(l»«-!) , 
und durch dessen Summirung die Gleichung 

( Fix) - Fia) = (a^ - a)^,) + ix, - x,) Afe) + • • • 

■j- ix — X,n-i)fi^ai,-l) 
n 

= ^, (^2x X2x-i)f(hit-l)' 

1 

Durch diese Gleichling ist die Änderung, welche die zu 
bestimmende Function bei dem Übergänge von a za x erfahrt, 
ausgedrückt und zwar in Werten der gegebenen Function. 
Wird also der Wert F(a) angenommen, so ist der Wert F(x) 
selbst bestimmt. 

Die Gleichung (5) besteht zurecht, nach welchem Gesetze 
auch die Wertreihe (3) fortschreitet und wie gross die Anzahl 
n der Theilintervalle sein mag. Sie stellt aber nur eine for- 
male und nicht eine praktische Lösung der Aufgabe dar, weil 
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die Ausfahrung der auf der rechten Seite yorgeschriebenen 
Summation an der Unkenntnis der Zwischen werte 1^^ Is^**« 
I2M— 1 scheitert; denn diese Zwischenwerte sind ausser von den 
Theilintervallen auch von der Natur der erst zu bestimmenden 
Function F{x) abhängig. 

Zu einer wirklichen Lösung werden die Untersuchungen 
des nächsten Artikels führen. 

218. M die gegebene Fundion f(x) in dem Intervalle 
{(Xy ß) eindeutig und stetig; wird das in (cc, ß) enthaltene Inter- 
vall (a, 6) du/rch die Wertreihe 

(6) a^rco, a;«, x^y , . .x^n-^tj ^n^^h 

in n kleinere Intervalle zerlegt und aus jedem Theilintervalle 
{x^u-%i xtn) ein beliebiger Wert Xi^t—i herausgehoben; so con- 
vergirt die mit diesen Werten gebildete Summe 

I S = (rci — a)f{x;) + {x^ — x^)f(x;) H 

+ (6 — X^n-%)f{Xtn^i) 



(7) 



1 



bei beständig wachsendem n und Abnahme aUer TheüinterväUe 
gegen Null nach einer bestimmten Grenze. 

Der Beweis dieses grundlegenden Satzes ergibt sich aus 
folgenden Schlüssen. 

1) Es sei »>2x— 1 der kleinste, -Mix— 1 dör grosste Wert, 
den die Function f{x) in dem Interralle (a;sx— 2; ^2x) annimmt. 

Setzt man in der Summe S an Stelle der Functionswerte 
f{xi)y f{Xi) . . . f{x%n^i) die kleinsten Werte mi , Ws, . . . m^n^i 
aus den betreffenden Intervallen, so entsteht eine neue Summe 

(8) $1 =^, {xtx — a:sx-i)w2x-i, 

1 

welche kleiner ist als die Summe S, weil ihre Sunimanden im 
allgemeinen kleiner sind als die entsprechenden von S. 

Ersetzt man in S die Functionswerte fix^^ fi^z) • • • 
f(x2H^i) durch die grossten Werte Jfi, Jfs, . . . Jfs«— i aus 
den betreffenden Intervallen, so entsteht eine dritte Summe 
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II— 1 

(9) S'=^(a;,x — iC2*-i)-Mix-i, 

welche grösser ist als S. 

Demnach ist die Summe S eingeschlossen zwischen die 
Grenzen 

(10) Si < S < S'. 

2) Die beiden Summen S^^ S' Icissen sich selbst wieder 
zwischen zwei Grenzen einschliessen. 

Bezeichnen nämlich m, M respective den kleinsten und 
grössten Wert, welchen die Function f{x) in dem ganzen 
Intervalle (a^ b) annimmt^ so wird die Summe S^ verkleinert, 
wenn man in ihr die einzelnen 9^2 x—i durch m ersetzt , und 
geht über in 

m^(x2^ — X2K-i) = fn(6 — a); 

hingegen wird die Summe S' veigrössert, wenn man an die 
Stelle der verschiedenen M^x—i treten lasst M, und sie nimmt 
den Wert 

n 

M^{x%n — x%^-%) = M(b — a) 

an. 

Demnach ist unter Einbeziehung von (10) 

(11) w(6 — a) < Si < S < S'< -af(6 — a). 

3) Mit zunehmender Anzahl der TheilintervaUe wächst die 
Summe S^ beständig, während die Summe S' beständig abnimmt. 

Man kann sich die Theilung von {a, b) derart fortgesetzt 
und die Anzahl der Theile wachsend denken, dass die Zahlen 
der Reihe (6) beibehalten und neue Zahlen eingeschaltet wer- 
den; dadurch zer&llt im allgemeinen jedes frühere Intervall 
vne (x2jc—2, Xix) in mehrere kleinere; bildet man für diese die 
Theilsumme Si'^ nach Vorschrift von (8), so lassen sich auf 
(^8x*-8; ^») dieselben Schlüsse anwenden wie unter 2) auf 
(a, b)j d. h. es ist 

(xiK — a?2x-2)w2x-i<Si*^ (x=l,2,...n); 

durch Addition aller dieser Ungleichungen ergibt sich eine 
neue, in welcher links die auf die ursprüngliche Theilung (6) 
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gegründete Summe S^^ rechts die auf die erweiterte Theilung 
gegründete gleichartige Summe steht; und letztere ist hier- 
nach thatsachlich grosser als erstere. 

Desgleichen gelten für die auf das Intervall (x^jt—i, ^sx) 
bezügliche nach Vorschrift von (9) gebildete Theilsumme S« 
die Schlüsse von 2), d. h. es ist 

Su < (x%u— oi^in-i)M2x-i (x = l,2,...n) 

und durch Addition dieser Ungleichungen findet sich die Be- 
sfötigung dafür^ dass die auf erweiterte Theilung g^^ründete 
Summe S' kleiner ist^ als sie es für die ursprüngliche Thei- 
lung (6) war. 

4) Die auf irgend eine Theilung von (a, V) hemgliche 
Summe S^ ist Meiner ais die auf dieselbe oder eine beliebige 
andere Theüung gegründete Summe S^ 

Wenn die Summen sich auf die nämliche Theilung be- 
ziehen, wie es in den Formeln (8) und (9) ausgedrückt ist^ so 
leuchtet die Richtigkeit dieser Behauptung unmittelbar ein; 
denn die Glieder von S^ sind dann kleiner^ als die correspon- 
direnden Glieder von S' (vgl. (10)). 

Nun setzen wir zwei verschiedene Theilungen voraus^ 
und zwar 

(T) a = aV) , Xt^ x^ ,. . . Xtn-^t^ ^%n = b 

(T') a = x^y x%y 0?/, . . . a^i»'-«, x'tn' = b 

und fassen beide zu einer dritten Theilung 

(T") a = a?o", x^' ) ^4", . . . Xin"-^%f xin" = b 

zusammen^ derart, dass die Zahlen von (T'^ die arithmetisch 
geordneten Zahlen von (T) und (T^ sind. Die auf eine dieser 
Theilungen bezüglichen Summen bezeichnen wir mit %i{T)y 
%\r') u. s. w. 

Dann ergeben sich auf Grund des Vorausgeschickten die 
folgenden Ungleichungen. Es ist 

8.(20 <s,(n, 

weil (T") eine Fortsetzung von (T) darstellt und S^ mit fort- 
gesetzter Theilung wächst; ferner 

s,(r')<s'(n; 
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weil beide Summen auf der nämlichen Theilung beruhen^ endlich 

S'(2'")<S'(^), 

weil (T") auch eine Fortsetzung von (T') darstellt und S' mit 
fortgesetzter Theilung abnimmt. Aus dem Zusammenhange 
dieser drei Ungleichungen folgt , dass 

s,(r)<s'(2"), 

wodurch die obige Behauptung auch in ihrem zweiten Theile 
erwiesen ist. 

5) Jede der Summen Si, S' convergirt mit unendlich fort- 
schreitender Theilung von {a, h) gegen eine bestimmte Orenzey 
welche u/nabhängig ist von der Art der Theilung, wenn nur 
sämmtliche TheüintervaUe sich der NuU nahem. 

Dieser Satz ist eine Folge der bisher bewiesenen Eigen- 
schaften jener Summen. Denn da S^ mit fortschreitender Thei- 
lung besi^dig wächst und doch kleiner bleibt als alle S^^ die 
ihrerseits wieder eine obere Grenze (11) haben^ so besitzt S^ 
nothwendig einen bestinmiten Grenzwert. Das Nämliche lässt 
sich von S' aussagen. 

6) Die beiden Grenzwerte, limS^ und limS\ sind einander 
gleich. 

Laut den Formeln (8), (9) ist der Unterschied zweier auf 
die Theilung (6) bezüglichen Summen 

n—l 

S'— Si = ^fax — Xi^^i)(M2n-i — wax-i); 
1 

die Differenz zwischen dem grossten und kleinsten Werte der 
Function f(x) in einem Interralle heisst nach Riemann die 
Schwankung der Function in diesem Interralle; bezeichnet man 
sie in dem x-ten Interralle mit 6^, so dass 

SO ist 

n— 1 

(12) S'— Si =^{iCi^ — Xi^^^) 0^. 

1 

Ersetzt man die verschiedenen 6^ durch das gi*össte unter 
ihnen, das 6 heissen möge, so wird die Summe rechts ver- 
grössert; mithin ist 
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w — 1 

S'— Si < (s'^ixt^ — x^n-t) = (6 — a) 6. 

Da nun die Function f{x) als stetig vorausgesetzt wurde, 
so nehmen die Schwankungen mit fortgesetzter Theilung be- 
ständig ab und werden schliesslich kleiner als eine beliebig 
klein festgesetzte Zahl;' denn die Annahme , die Schwankung 
sinke, wie klein auch das Intervall werde, unter einen fest- 
gesetzten Betrag nicht herab, stünde mit dem Wesen der 
Stetigkeit im Widerspruch (17, 2)). Es wird also bei fort- 
schreitender Theilung auch die grösste unter den Schwankungen, 
<^, kleiner als eine beliebig kleine Zahl, daher ist in aller 
Strenge 

(13) lim Si = lim S'. 

7) Die Summe S hat hei tmaufhörlich fortschreitender Thei- 
hmg, bei tvelcher die Theilintervälle sämmtlich der Ntdl sich 
nahem, einen bestimmten Grenzwert, 

Denn die Summe 8 ist besföndig zwischen den Summen 
Sj und S' eingeschlossen derart, dass sie grosser ist als alle 
S^ und kleiner als alle S'; und da die S^ und die S' gegen 
eine gemeinsame Grenze convergiren, so ist diese auch der 
Grenzwert von S, d. h. es ist 

(14) lim S = lim Sj = lim S'. 

Hiermit ist der Beweis des an die Spitze dieses Artikels 
gestellten Satzes vollendet. 

214. Auf diesen Satz gründet sich nun die folgende 
Definition : 

Der Grenzwert, welchem die mit der stetigen Function f(x) 
gebildete Summe 

S = (a?« — a)f{Xi) + {X^—X^)f(x^ H h {b — Xtn-'i)f{Xtn-l) 



=^(^ix — X2M-%)fiXiu-^i) 

1 
bei beständig zunehmender ZaM der Theile von (a, b) und Ab- 
nahme jedes einzelnen gegen Null zustrebt, un/ird das über das 
Intervall (a, b) erstreckte bestimmte Integral der Function f(x) 
genannt und durch das Symbol 
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ff{x)dx 



'bezeichnet; a heisst die untere, l die obere Crrenze des Integrals^ 
f{x)dx sein Element, 

Diese Definition soll durch die Oleichung 

f{x)dx = lim^(a;«« — x^,,^<i)f{x^^^^ 

dargestellt werden^ zu welcher nur zu bemerken ist^ dass 
a?o = a und x%n = b ist. 

Das Symbol ist der Entstehung angepasst; das von Leibniz 
eingeführte langgezogene J ^ das Integralzeichen, deutet auf die 
Bildung einer Summe und das Element f(x)dx auf den Bau 
der Glieder dieser Summe hin; jedes Olied ist nämlich das 
Product aus der Differenz zweier Werte der Variablen und 
aus einem Werte der Function^ dessen Argument dem Inter- 
valle der beiden Werte der Variabein angehört. Die Zu- 
fiigung der Orenzen zu dem Integralzeichen ist durch Fourier 
eingeführt worden. 

Der Definition (15) zufolge erfordert die Berechnung eines 
bestimmten Integrals die Durchführung zweier Processe: einer 
Summirtmg und eines darauffolgenden Grenzüberganges, Aber 
nur in sehr einfachen Fällen gelingt es^ diese Processe direct 
zu vollziehen; es wird sich daher um andere Mittel zur Aus- 
wertung eines bestimmten Integrals handeln. 

Wenn man den Beweis des Satzes in 218; auf welchen 
der Begriff des bestimmten Integrals sich stützt, genau ver*«- 
folgt, so wird man gewahr, dass die Schlüsse 1) bis 5) auch 
dann aufrecht bleiben, wenn von der Function f(x) nur an- 
genommen wird, sie sei eine begrenzte Function, d. L eine 
solche, dass keiner ihrer Werte unter einer bestimmten Zahl 
und keiner über einer bestimmten (grösseren) Zahl liegt. Erst 
in dem Schlüsse 6) wird von der Eigenschaft der Stetigkeit 
Gebrauch gemacht. 

Setzt man also f(x) blos als eine begrenzte Function 
voraus, so hängt die Existenz eines bestimmten Grenzwertes 
der Summe S und damit die Existenz eines bestimmten Integrals 



Erster Abschnitt. Grundlagen der Integral -Bechnting. 



davon ab^ ob die Summen S^ und S' gegen eine und dieselbe 
Grenze convergiren; dies ist aber nur dann der Fall, wenn 
die Differenz (12) g^en NuU abnimmt, d. h. wenn 



(16) 



^^^(^i 



^23t—i)^X = 



ist. Ist diese Bedingung, welche verlangt, dass die Summe der 
mit den augehörigen Schwankungen muiüplicirten Intervalle hei 
fortschreitender Theihmg von (a, h) der Null sich nähert, erfiillt, 
so nennt man die Function f(x) in dem Intervalle (a, V) in- 
iegrabd. 

Von einer in (a, ß) stetigen Function kann man daher 
sagen, sie sei in jedem Intervalle (a, &), das dem (a, ß) an- 
gehört, integrabel. 

Aber auch eine begrenzte Function, die an einer beschiunk- 
ten ATi 7Ahl von Stellen in (a, b) einen endlichen Sprung macht 
(18, 2)), ist in (a, V) integrabel; denn, obwohl den Sprung- 
stellen Intervalle mit endlich bleibender Schwankung ent- 
sprechen, so convergirt doch auch der von diesen Intervallen 
herrührende Äntheil der Summe (16) gegen Null. 

215. Bevor wir auf Beispiele directer Berechnung bestimmter 
Integrale auf Ghnind der Formel (15) eingehen, sollen spe- 
cieUe Formen der darin auftretenden Summe gebildet werden. 
Dies möge jedoch an der Hand der geometrisdien Interpretation 
des "bestimmten Integrals geschehen. 

Der Gleichimg 

in welcher f(x) eine stetige Function 

bedeutet, entspricht eine Curve CD, 

Fig. 113; dem Intervalle (a, 6) eine 

Strecke AB in der Abscissenaxe ; 

dem Theilintervalle (x%x—2f ^s«) eine 

andere Strecke PP' innerhalb AB] 

dem Zwischenwerte Xi^—i ein Punkt Q auf PP'] dem Func- 

tionswerte f{x2x^i) die Ordinate QQ\ von der wir zunächst 

annehmen, dass sie in dem Bereiche (a, b) bestandig positiv 

sei. Mithin ist das Product 



Fig. US. 




"«-i 



(17) 



(«»« — «2«-»)/"(^««-i) = -P-P'- QQ' 
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•die Fläche des Rechtecks mit der Basis PP' und der Höhe 
QQ' und die Summe 

n 
1 

die Summe der gleichartigen über allen Theilen von AB er- 
richteten Rechtecke. Unabhängig von der Wahl der Zwischen- 
punkte Q conyergirt diese Rechtecksumme bei fortschreitender 
Theilung von AB gegen einen bestimmten endlichen Grenzwert 



rf{x)dx. 



Diesen Grenzwert erklärt man naturgemäss als die Fläche der 
{heilweise von der Ourve begrenzten Figwr ABDC. 

Es löst demnach das bestimmte Integral eine Aufgabe 
der Geometrie^ welche der elementaren Mathematik unzu^ng- 
lich ist: die Berechnung der Fläche oder die QiMulralMr einer 
krummlinig begrenzten Figur. Aus dieser geometrischen Auf- 
gabe hat denn auch Leibniz den Begriff des bestimmten 
Integrals entwickelt. 

Ist f(x2it'-i) negativ und setzt man ein für alle mal vor- 
aus, dass die Werte Xo, x%, . . . x^n steigend geordnet, die Diffe- 
renzen XiM — a?2jc— 2 also positiv sind, so gibt Formel (17) die 
negative Flächenzahl des betreffenden Rechtecks. Wenn daher 

die Curve CD innerhalb des Bereichs 
(a, 6) theils über, theils unter der Ab- 
scissenaxe liegt, so liefert das Integral 
die algebraische Summe der positiv ge- 
zählten Flächentheile über und der nega- 
tiv gezählten Flächentheile unter der Ab- 
scissenaxe, also in Fig. 113 a den Wert 
AEC—EGF+FBD. 
Da die Wahl der Zwischenpunkte Q willkürlich ist, so 
kann auch P oder P', Fig. 113, dafür genommen werden; damit 
ergeben sich die folgenden speciellen Formen der Summe S: 

n 

(18) S — V(x»« — x%,-%)f{xi»-t) 

1 
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n 

(19) S =^{0Ctn — iC^n^i)f(XiM), 

1 

die erste mit den Anfangswerten der Function^ die zweite mit 

den End/werien gebildet. 

Weil femer die Art der Intervalltheilung ohne Einfluss 

lauf den Ch*enzwert ist, so kann man auch die Theile gleich 

machen; dann ist 

h — a j 
n 
ein solcher Theil, 

a, a + A, a + 2A, ... 6 

die Wertreihe, welche die Theilung bestimmt, und entsprechend 
den Formen (18), (19) ergeben sich folgende Definitionen fQr 
das bestimmte Integral: 

b 

(20) Jf{x)dx = lim [hifiß) + f{a-\-h)-\ 1- f(S> — h))] 

a 

oder 



*=■• jr=0 



b 

(21) Jf{x)dx — lim [h{f{a + h) +f{a + 2Ä) H [- ^6))) 

a 

»=00 i ^^1 

Formel (20) bestimmt die Fläche ABDC als Grenzwert 
der Summe der inneren Rechtecke P'Jf, Formel (21) als 
Grenzwert der Summe der äusseren Rechtecke PM'\ diese 
Benennung ist jedoch angepasst dem in Fig. 113 dargestellten 
Falle, wo die Curve CD steigt; sie würde sich umkehren, 
wenn die Gurre fiele; bei einer bald steigenden, bald fallenden 

Curve ist sie nicht anwendbar. 

b 

216. Beispiele. 1) Behufs Ermittlung des Integrals /a?^da: 
hat man zufolge (20) den Grenzwert « 
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für limn = oo zu bestimmen; dieser Ausdruck verwandelt 
sich nach Ausführung der Quadrate in 

i=^[na* + '"^^ ~ "^ (1 + 2 +. . . + ;r=-~i) 

+ (^)\i' + 2« + . . • + ^r=n:*)] 

= (5-«)[««+a(.-a)(l-i) + (^^(l-l)(2-i)], 
demnach ist sein Grenzwert 



(6 — a)a*+ a{b — af + 3 = — J— ' 



so dass 



/ 



x^dx = - 



8 



2) Zur Wertbestimmung des Integrals / a'dx hat man 
den Grenzwert "von * 

für lim % BS mit der Maassgabe zu bilden, dass nh^=^ ß — a 
ist; nun lasst sich dieser Ausdruck umformen in 



a*— 1 o*— 1 






und da lim — = — = Z. a (107, (2)), so hat man 



/ 



a'dx = 



2.a 



3) Die Ausrechnung des Integrals jmixdx kommt auf 
die Bestimmung des Grenzwertes von ^ 

Ä[sin o + süi(öt + Ä) + • • • + sin (a + n — 1 A)] 
für lim A «B und nh^^h — a zurück. Die eingeklammerte 
Summe ^st sich wie folgt bilden. Geht man von der Formel 

2 sin (a + xA)sin y 
— cos(a +--y— ä) — cos(a+ * ^ h) 
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aus und wendet sie auf x =» 0^ 1^ . . . n — 1 an^ so ergibt 
sich das äleichungssystem 

2sin a sin Y = cos (a — yj — cos la + y) 
2sin(a + ä) sin y = cos (<* + y) — cos la + —V 

2sin(a + » — lA)sinY = cosfa-| — -^^— ä) — cos(a-| — ^^ h) 

und durch seine Summirung die Gleichung 

2sin yl^sin a + sin(a + Ä) -{-••• + sin(a + w — 1A)J 

= cos(a— y) — cos(a +^5_pJ:A)^ 

woraus 

sin a + sin(a + ä) H 1- sin(a + w — 1 ä) 

. nh 
sin — 
2 
sm 



. h 
sin- 






Es bleibt also der Grenzwert von 

0.& — a 2 ./6 + a h\ 



sin — 
2 



zu bestimmen und dieser ist (16^ 2)) 

sm — 2 — sm — I — = cos a — cos o . 

Demnach ist 

b 

I sin xdx = cos a — cos 6 . 

a 

b 

Auf ganz analogem Wege lasst sich auch f cos xdx ermitteln. 

a 

217. Aus dem bekannten Begriffe des bestimmten Inte- 
grals lässt sich eine Reihe von Eigenschaften desselben ab- 
leiten^ welche bei der Rechnung mit Integralen bestandige 
Anwendung finden. 

1) Ein Integral, in welchem die untere Grrenee der oberen 
gleich ist, heut den Wert Null, 



1 
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Es ist also 

a 

(22) Jf{x)dx = . 

a 

Denn das Integrationsinteryall (a^ a) hat keine Ausdehnung. 

2) Durch gegenseitige Vertauschung der beiden Grenzen eines 
Integrals ändert sich nwr dessen Vorzeichen, 

Die auf die Wertfolge 

a = Xqj x%y • , , x^n = 6 
gegründete Summe S hat den Ausdruck 

n 
1 

die gleichartige auf die Wertfolge 
bezügliche Summe den Ausdruck 

n 

1 
es ist also 

H n 

1 1 

Durch den mehrfach beschriebenen Übergang ^ur Grenze 
folgt daraus 

a » 

(23) ff{x) dx ff{x) dx . 

b a 

Bei der geometrischen DarsteUung ist das Integrations- 
intervall durch eine Strecke der x-Axe versinnlicht, und den 
beiden Integrationsfolgen (a, b), (b, a) entsprechen die beiden 
Richtungen dieser Strecke; man kann daher auch sagen, mit 
der Änderung der Integrationsrichtung ändere sich das Vor- 
zeichen des Integrals. 

3) Sind a,b,c drei Zahlen, welche dem Integrabüitäts- 
ber eiche der Function f{x) angehören, so ist 

b e 

(24) ff(a>)dx +ff(x)dx = ffix)dx . 
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Ist a<,b <,c, so zerfällt (a, c) durch den Zwischenwert 
b in zwei Theile, und die auf diese Theile (a, h), (&, c) be- 
züglichen Summen S ergeben zusammen die &Lr das ganze 
Intervall (üy c) geltende Summe; durch Übergang zur Grenze 
erhält man die Formel (24). 

Wenn dagegen a < c < 6, so sind (a, c), (c, b) die Theil- 
intervalle^ aus welchen das ganze Intervall (a, b) sich zusam- 
mensetzty und es ist daher zunächst 

ebb 

ff{x) dx +ff(x) dz ^ff{x) dx ; 

a a 

transponirt man das zweite Integral nach rechts unter Anwen* 
düng der Formel (23)^ so ergibt sich die Formel (24). 

Man kann dieser Formel durch Transposition der links- 
stehenden Integrale und durch Yertauschung der Grenzen die 
Gestalt 

h Q a 

(25) ff(x) dx +ff(x) dx +ff{x)dx = 

a b c 

geben ^ welche an die Rechnung mit Strecken in einer Geraden 
erinnert: AB + BC + CÄ = 0. 

Die Formeln (24) und (25) können auf beliebig viele im 
IntegrabilitiLtsbereiche liegende Zahlen ausgedehnt werden nach 

dem Schema: (a, c^) + (^i, ^2) "H • • • + (^> «) ~ 0. 

4) JEin constcmter Factor der zu integrirenden FtmcÜon 
kann vor das Integrälgeichen genommen werden und umgekehrt. 

Aus der f&r die endliche Summe S geltenden Gleichung 

1» n 

^(^ix — iX^2x-%) Cf (in-l) = C ^(a?2x iC2«-2)/*(^2«-l) 

1 1 

folgt durch Übergang zur Grenze 

b b 

(26) f(^f(^) dx = cff{x)dx . 

a a 

5) Das über (a, b) erstreckte Integral einer Summe von. 
Functionen kommt der analog geinldefen Summe der über (a, b) 
erstredUen Integrale der ein/seinen Summanden gleidi. 

Es seien nämlich ip(x)y if(x) zwei auf dem Gebiete (a, h) 
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integrable Functionen; die auf ihre Summe ^(x) -f- if{x) bezüg- 
liche Summe S lasst sich wie folgt umformen: 

n 

^(P^x — a^«-.a)[9(^x-i) + *(a;sx-i)] 
1 

n H 

1 1 

daraus ergibt sich 

b b b 

(27) J[9>(x) + *(a?)] dx ^J*(p{x)dx -{-J*i;(x)dx. 

a a a 

Die Formel kann auf jede beschrankte Anzahl von Sum- 
manden ausgedehnt werden. 

6) Ztvischen dem kleinsten Werte m und dem grössten 
Werte Jf, todche die Function f{x) in dem Intervalle (a, 6) 
annimmt^ liegt nothwendig eine Zahl [i derart, dass ' 

b 

(28) ff(x) dx^(b — a)ii. 

a 

Denn jede auf eine TJntertheilung von (a, b) gegründete 
Summe S ist so beschaffen^ dass 

(6 — a)m < S < (6 — a)M 

(213, 2)); diese Beziehung halt also auch der Grenzwert von S 
ein, d. h. es ist auch 

(6 — a)m <Cf{x)dx < (6 — a)M. 

a 

Hieraus aber folgt die behauptete Gleichung (28). 

Ist die Function f{x) stetig, so nimmt sie den Wert fi 

mindestens an einer Stelle zwischen a und h auch wirklich an 

(17, 3)); eine solche Stelle kann man durch a + 8(6 — a) 

darstellen, wenn < 9 < 1 ist ; folglich lautet dann die 

Formel (28) 

b 

(29) ff{x)dx = (b — a)f(a + 6(6 — a)) . 

a 

Die Zahl (i wird in verschiedenen Gebieten der Anwen- 
dung unter dem Namen des Mittelwertes der Function in dem 
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Intervalle (a, V) in Bezug auf die Variable x benützt. Diese 
Bezeichnung gründet sich auf folgenden Umstand- Legt man 
dem Integrale die Definition 216^ (20) zu Grunde, so ist 

a 

die rechte Seite aber ist der Ghrenzwert des arithmetischen 
Mittels einer gleichmässig über (a, V) yertheilten Folge von 
Werten der Function, die linke Seite die in (28) erklarte 
Zahl ft. Zugleich hat man zur Bestimmung von ft die Formel 

6 

(30) /*-=F^y/'(»)<'^- 

a 

Aus - der Formel (29) kann gefolgert werden: Ist die 
Function f(x) in dem Intervalle (a, b) niemals negativ (positiv)y 

b 

so hat das Integral j f{x)dx dasselbe (das entgegengesetzte) Vor- 
sseichen wie b — a. 

Hieraus darf weiter geschlossen werden: Ist a<,b und 
f{x) ^ ip(x) für äUe Werte von x aus dem Intervalle (a, 6), 
ohne dass das GUicKheitszeiehen forfbestehty so ist 

h h 

(31) ff{x) dx > ftp {x) dx . 

a a 

Denn nach den gemachten Voraussetzungen ist b — a > und 
/(a?) — 9(a?)^0, folgHch 

6 

f\f(x) — fp{x)\dx>Q, 

a 

woraus sich mit Hilfe von (27) die obige Beziehung ergibt. 

7) Der Wert eines bestimmten Integrals ist von dem Zeichen 
für die Variable unabhängig; es ist also 

b b 

ff{x)dx=ff{t)dt. 

a a 

Für a, b können zwei beliebige Zahlen aus dem Integrabili- 
tätsbereiche {a, ß) genommen werden; hält man die eine, a, 

Csuber, YorlMungen. II. 2 
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fest, denkt sich die andere variabel und bezeichnet sie dem- 
gemäss mit x, so hat zwar 

X 

(32) ff{t)dt 

a 

noch die Form, aber nicht mehr die strenge Bedeutung eines 
bestimmten Integrals; da zu jedem aus (a, ß) stammenden 
Werte von x ein und nur ein bestimmter Wert von (32) gehört, 
so kann man sagen: Ein Integral mit fester wmterer und 
va/riahler oberer Grenze stellt eine eindeutige Function dieser 
hteieren Grenze da/r; dieser Darstellung gemäss nennt man die 
durch (32) definirte Function eine Integraifunction. 

Statt des Zeichens (32) kann man auch ohneweiters das 
Symbol « 

(32*) ff{x)dx 

a 

gebrauchen, wenn man sich daran gewöhnt, zwischen der 
Variabeln unter dem Integralzeichen — der Integrationsva/riar 
hel/n — und der variablen Grenze gehörig zu unterscheiden. 

8) Bas Integral einer endlichen Function f(x) ist eine 
stetige Function der oberen Grenze. 

Sind a, X, X -{- h drei Werte aus dem Integrabilitäts- 
bereiche (a, ß), so ist 

X X -\-h x-{-h 

ff{x)dx +ff{x)dx =ff(x)dx, 

a X a 

daraus 

or-f-A X x-\-h 

ffix)dx —ff{x)dx =ff{x)dx 

a a X 

und für einen entsprechend ausge^^Uilten Wert fi zwischen 
dem kleinsten und grössten Werte von f{x) in (x^ a; -f- Ä) 

X-^-h X 

(33) ff(x)dx —ff(x)dx = Äft; 

a a 

da ft endlich ist, so convergirt die rechte Seite mit h zu- 
gleich gegen Null; es ist also 

lim \ff(x)dx —ff{x)dx\ = 0, 
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womit die Stetigkeit erwiesen ist; an einer Stelle x innerhalb 
{uy ß) kann der letzte Grenzübergang beiderseitig (lim ft = + 0) 
ausgeftihrt werden^ bei a oder ß nur einseitig. 

9) Der DifferenHaiquotient des Integrals einer stetigen Func- 
tion in Bessug auf die obere Orenee ist der zu dieser Oreme 
gehörige Wert der integrirten Function. 

Ist f{x) eine stetige Function, so kann die Gleichung (33) 
auch in der speciellen Form (29) 

Cf{x)dx —ff{x)dx =- hf(x + GÄ) 

a a 

geschrieben werden; daraus folgt 

X-\-h X 

ff(x)dx—ff(x)dx 

' f ^(* + Ö*)5 

der Grenzwert der linken Seite für lim ä = + ^ ^^t der Diffe- 
rentialquotient der Integralfunction, der Grenzwert der rechten 
Seite vermöge der vorauagesetzten Stetigkeit f{x)] daher ist 
in der That 

X 

(34) D,Jf{x)dx = f{x) . 

a 

An den Endstellen cc, ß ist nur einseitiger Grenzübergang 
möglich. 

Durch Multiplication dieser Gleichung mit dx, d. i. mit 
dem Differential der oberen Grenze, ergibt sich 

X 

(35) dff(x) dx = f(x) dx . 

a 

Diesen bestimmten Sinn hat die Aussage, dass die Zeichen d 
und r, wenn sie auf einander folgen, sich aufheben. 

218. Mit dieser letzten Eigenschaft der Integralfonction 
sind wir bei der Aufgabe wieder angekommen, welche in 
212 als das Grundproblem der Integral-Rechnung bezeichnet 
worden ist. Es handelte sich darum, eine — selbstverstönd- 
lich stetige — Function zu finden, deren Differentialquotient 
an jeder Stelle x des Intervalls (a, ß) der gegebenen eindeu* 
tigen Function f(x) gleichkommt. Für den Fall, dass f{x) 
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in dem Intervalle {a^ ß) stetig ist, hat man also in der Inte- 
gralfnnction 

(36) ff{x)dx 

a 

eine Losung der Aufgabe, weil dann nach oben Bewiesenem 

X 

(37) B.ff(x)dx =- f{x) . 

a 

Aber es ist nicht die einzige Lösung der Aufgabe; denn 
auch jede Function von der Form 

X 

(38) C+fi{x)dx, 

a 

wo C eine willkürliche Constante bedeutet, theilt mit (36) die 
in (37) ausgesprochene Eigenschaft. 

Ausserdem gibt es keine andern Functionen dieser Art 
mehr. Dann bezeichnet man die Function (38) mit <p(x) und 
nimmt man an, es existire ausser ihr noch eine Function 0(x) 
dieser Eigenschaft, so folgte aus dem gleichzeitigen Bestände 
der Gleichungen 

für alle Werte von x aus (a, ß), dass für alle diese Werte 

d[0{x) — y(a?)] ^Q 
dx 

sei; das ftihrte weiter (88) zu 

0{x) — <p{x) = C 

oder zu 0(x) = C'-^- <p(x). Das aber ist in (38) selbst 
enthalteu. 

Die Aufgäbe, eine Function zu finden j deren Differential- 
guotient durch eine gegd>ene stetige Function dargestellt ist, hat 
hiemach unendlich viele Lösungen; mit einer derselben sind aber 
aUe andern bekannt, weil sie sich von ihr nur um eine additive 
wiUhürliche Constante — die Integrationsconstante genannt — 
unterscheiden. 

Unter den unendlich vielen Functionen, welche die Lösung 
der Aufgabe bilden, ist die specielle (36) dadurch gekenn- 
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zeichnet 9 dass sie für a: »= a den Wert Null hat (217, 1)). 
Aus der Gesammtheit aller Lösungen, die durch (38) dar- 
gestellt ist, hebt sich eine einzelne hervor, sobald man fest- 
setzt, dass sie an der Stelle o; = a einen bestimmten Wert A 
haben soll; denn aus 



folgt 



somit ist 



[C + ff{x)dxl^^^ Ä 

a 

a 

C=A —Cf{x)dx = A ; 

a 

X 

A +ff{x)dx 



die herausgehobene Function. 

Der Ausdruck (38) oder die Gesammtheit aller Functionen, 
welche die gegebene Function f{x) zum Differentialquotienten 
haben, nennt man das unbestimmte Integral der Function f{x) 
oder auch ihre Stammfunction und bedient sich dafür des 
Zeichens 

(39) ff{x)dx, 

welches dem des bestimmten Integrals nachgebildet ist, aber 
der Grenzen ermangelt. Die Gleichung 

F{x) =ff(x)dx 

drückt dann die Thatsache aus, die Function F{x) sei eine 
von den Functionen, welche f(x) als Differentialquotienten geben. 
219. In Artikel 212 ist von der Annahme der Existenz 
einer stetigen Function F(x) ausgegangen worden, welche die 
gegebene Function f(x) zum Differentialquotienten hat. Auf 
Grund dessen ergab sich die Gleichung 

(40) F(b) - F{a) =^{x,, - a:8x-a)Al2x-i); 

1 

darin bedeutet |2x— i einen solchen Wert der Yariabeln aus 
dem Intervalle (x%n—%} x%u)y dass 

F{Xijc) F{x%it-i) = (X2x — a;2x-2)/*(6«x-l); 
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und ein solcher Wert existirt dem Mittelwertsatze (87) zufolge 
immer. 

Nun ist in 218 bewiesen worden^ dass die Summe 

n 
1 

mit beständig wachsendem n gegen einen bestimmten Grenz- 
wert convergirt, wie auch die Zwischenwerte rcgx— i gewählt* 
worden sind; daher ist auch die Wahl 

^ix—l = S2X— 1 

zulässig^ d. h. auch die Summe auf der rechten Seite von (40) 
conyergirt gegen diesen bestimmten Grenzwert, welchen wir 

als das bestimmte Integral 

b 
ff{x)dx 

a 

definirt haben. Da nun die Gleichung (40) zurecht besteht 
ohne Rücksicht auf die Anzahl der Theilintervalle und das 
Gesetz der Theilung, so gilt auch 



F{b) — F(a) =ff(x)dx. 



Dadurch sind wir zu einem Hauptsatste der Integral-Rech- 
nung gekommen, welcher das wichtigste Hilfsmittel zur Be- 
rechnung bestimmter Integrale an die Hand gibt. Dieser Satz 
lässt sich folgendermaassen aussprechen: 

Ist F(x) eine stetige Function, welche die integrdble Func- 
tion f{x) zum Bijferentialquotienten hat, so ergibt sich das über 
das Intervall (a, b) erstreckte Integral von f{x), indem ma/n von 
dem Werte der Ftmdion F(ix) ow der oberen Greme b ihren 
Wert cm der unteren Grenze a subtrahirt, in Zeichen: 

b 
(41) ff{x)dx = F{b) — F{a) . 

a 

Für die Differenz JP(6) — ■F(ö) bedient man sich auch 

des von C auch 7 eingeführten Substitutionszeichens F(x) 
oder des Symbols {F{x)] ' 
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Aus dem Satze ist zu ermessen^ welchen Vortheil es hat, 
wenn von einer zur Integration vorgelegten Function das un- 
bestimmte Integral bekannt ist; jedes bestimmte Integral ist 
dann durch blosse Substitution seiner Grenzen in das unbe- 
stimmte Integral berechenbar. 

Es wird sich daher als eine wichtige Aufgabe darstellen^ 
für die einfachen elementaren Functionen und aus denselben 
zusammengesetzte Functionsformen die unbestinmite Integration 
in dem Sinne durchzuführen^ dass man andere elementare und 
aus solchen durch eine beschrankte Anzahl von Operationen 
zusanmiengesetzte Functionen zu bestimmen sucht, welche die 
ersteren als Differentialquotienten ergeben. 

§ 2. GrondfoTmeln und -Methoden der Integral TBeohnung. 

220. Wenn die Aufgabe der Integral-Rechnung dahin 
aufgefasst wird, dass sie zu einem gegebenen Differential- 
quotienten, der für ein Intervall (a, ß) als eindeutige stetige 
Function von x definirt ist, die ursprüngliche Function zu be- 
stimmen hat, so ist das Integriren die inverse Operation des 
Differentiirens und lässt sich aus jeder Differentialformel durch 
ümkehrung eine Integralformel ableiten. Eine Methode des 
Integrirens bildet dieser Vorgang nicht, weil dabei nicht von 
der zur Integration vorgelegten Function ausgegangen wird; 
durch Anwendung desselben auf die Differentialformeln fär die 
elementaren Functionen (29. — 88.) ergeben sich aber Formeln, 
welche den Ausgangspunkt für alle weiteren Operationen bilden; 
diese Grundformel/n der Integral- Rechnung sollen im Nach- 
folgenden zusanunengestellt werden. 

1) Für jedes w^ — 1 ist d , = x^dx, daher auch 

(1) fa^dx==^^ + C. 

Ist n > 0, so gehört auch der Wert a? = dem Stetigkeits- 
bereiche von x^ an und darf daher auch in das Integrations- 
intervall einbezogen werden; insbesondere ist dann 



1 



x^dx = — r-; 
w + 1 



1 



I 

i 
I 
j 
i 

X 
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2) Der in der Formel (1) ausgeschlossene Fall w = — 1 

dx 

erledigt sich dadurch , dass dl.x = — ist; demnach gilt 

X 

(2) /f = ^'* + ^- 

Diese Formel setzt x> voraus; bemerkt man, dass 

dx 

auch dl, XX »= — , sofern x eine Constante bedeutet^ so folgt, 

X 

dass auch 



/ 



— :^IXX+C 
X ' 



gesetzt werden kann; bei negativem x setzt man daher x =» — 1 
und hat 

(2*) /$«U-«) + Cf. 

Sind also a, b zwei positive oder zwei negative Zahlen, 
so gibt die Anwendung von (2), beziehungsweise (2*) beidemal 

b 



f 



dx 1 h 
X ' a ' 



wären a, h entgegengesetzt bezeichnet^ so verriethe schon das 
imaginäre Resultat die Unzulässigkeit der Formel. In der 

That wird die Function — in einem solchen Intervalle (a, V) 

unstetig, nämlich an der Stelle ^ »= 0, und erfüllt nicht die 
Bedingungen der Integrabiliföt 

Die Formel (2), welche den Ausnahmefall von (1) erledigt, 
lässt sich jedoch auch in diese Formel einfügen; nach (1) ist 
nämlich 



X 

x'^dx = 



1 



betrachtet man in dem Resultate x als fest und n als variabel, 
so kommt (107, (2)) 

lim r-; — = Z. a; 

und das ist laut (2) thatsächlich der fOr n «» — 1 geltende 
Wert des Integrals. 

duR 

3) Aus den Formeln d arctga; = , , -= d( — arccotga;) 
folgt "•■ " 
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J r+l? ~ ~ arccotga; + C; 
die Formeln widersprechen einander nicht^ weil 

arctga? + arccotgo; ■== y 

Statt der Hauptwerte der cjclometrisclien Functionen kann 
man auch jeden aus den allgemeinen Functionen 

Arctg^r = nar + arctgo; 

Arccotga; = n^e + arccotgo; 

durch Specialisirung des n, beziehungsweise des W hervor» 
gehenden Zweig in (3) einsetzen. 

4) Aus den beiden Formeln 

d aresin x = , = d ( — arccös x) 

ergibt sich 

(r äx ' \ n 

I , = arcsm x -4- C 
r dx . ^ 

I ■ = -— arccos a? + C 

und es gilt eine analoge Bemerkung wie in 3); die Quadrat- 
wurzel ist hier positiv. 

An Stelle von aresin o; kann jeder Zweig der Function 
Aresina; genonmien werden^ für welchen der Cosinus positiv 

ist, also 

2n3r + aresin o; 

f&r jedes ganze n, und an Stelle von arccos a; jeder Zweig 
von Arccos a;, für den der Sinus positiv ist, also 

2n'% -}~ arccos X 
für jedes ganze n'. 

5) Die unter der Voraussetzung a > geltende Formel 
d 7— s= a'dx liefert 

und fOr a-^ e folgt daraus speciell 
(6) Cd'dx =. «« + C, 
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6) Die beiden Formeln dsmx = oosxdx und d( — cosa?) 
= smxdx fiUiren zu 

(7) j cosxdx = sin rc + C 

(8) I sinxdx = — cos a? + C, 

dm doR 

7) Die Formeln ä^x = ^^^ und d{—<io\^x) = -^r^ 
endlich ergeben 

(10). j£-, .o^x + C. 

221. Wenn die zu integrirende Function als Summe eitir 
facher FtmcHonen sich darstellt oder in eine solche umgewan- 
delt werden kann^ so lasst sich ihre Integration auf die In- 
tegration der einzelnen Summanden zurückfahren. 

Nach der in 217, 5) begründeten Eigenschaft bestimmter 
Integrale ist für jedes dem Integrabilitätsbereiche angehörende 
X (obere Grenze) 

X 



a 

X 



=ffiix)dx -h ffi(x)dx + ■ . • -\-fUx)dx, 

a a a 

daher auch 

(11) f[f,(x) + f,(x) + . . . + fn{x)]dx 

==y/i(^)^^ +fh{x)äx H \-ffn{x)dx. 

Rechter Hand ist nach vollzogener Integration selbstrer- 
ständlich nur eine Gonstante additiv hinzuzufügen. 

Die Formel (11) lasst noch eine Verallgemeinerung zu; 
da nämlich (217, 4)) 

X X 

jcf(x)dx = c ff(x)dx, 

a a 

80 ist auch.. 

Ccf{x)dx = c jf(x)dx, 

wenn c eine Gonstante bezeichnet, und daher 
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(12) { / ^ ^ 
= ^J /i(^)^^ + ^aj f%{^)^^ H f- ^« J fn{x)dx. 

Diese Formel in Verbindung mit der Grundformel (1) 
gestattet schon die Integration einer ganzen Classe Ton Func- 
tionen, der roMonalen ganzen Functionen; es ist nämlich un- 
mittelbar 

Haooc^ + ö^i^;"""* + [- an)dx 

= ;^ a?"+i + ~ a:« H h ««^ + «»+i, 

wenn an+i eine willkürliche Gonstante bezeichnet. 

222« Der in dem Intervalle (a, h) zu integrirende Diffe- 
rentialausdruck f(x)dx lasse sich als Product aus einer Func- 
tion u und aus einem Differential dv darstellen, zu welch 
letzterem die Stammfonction v leicht bestimmt werden kann, 

so dass also 

f{x)dx = udv 

und V als bekannt angesehen werden kann. Dann ist es mög- 

b 

lieh, das Integral j f{x)dx auf ein anderes zwischen denselben 

a 

Grenzen zurückzuführen. 

Geht man nämlich von der Differentialformel 

d{uv) = udv -j- vdu 

aus, so ergibt sich zunächst 

Xs=sb X=sb 

iuv\ = j {udv -^ vdu)\ 

das rechtsstehende Integral aber lässt sich in eine Summe 
zweier Integrale auflösen, und nach dieser Zerlegung findet 
man (bei einfacherer Bezeichnung der Grenzen) 

b ^ b 

(13) rudv=luv] — Cvdu. 

a a 

Es braucht nunmehr blos die obere Grenze h als (inner- 
halb des Integrabilitätsbereiches) variabel angesehen zu werden, 
um aus (13) die für unbestimmte Integration geltende Formel 



28 
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I udv = MV — / vdu 



Pig. 114. 




(14) 

ZU folgern. 

Die in den Formeln (IS) und (14) ausgesprochene Methode 
wird partielle Integration genannt; sie ist nur dann als mit 

Erfolg angewendet zu betrachten^ wenn 
das Integral der rechten Seite einfacher 
ausfallt^ als das ursprünglich Torgelegene. 
Formel (13) lässt sich an einer geo- 
metrischen Figur illustriren. Werden u, v 
als Coordinaten eines Punktes M in einem 
-j) — ^ rechtwinkligen System UOV, Fig. 114, auf- 
gefasst^ so beschreibt der Punkt M, wäh- 
rend X das Intervall (a, h) durchlauft, einen Curvenbogen AB, 

und es ist 

b 

J*vdu = CDBÄ 

a 
b 

fudv = EFBA 

'*(Mt;)a= OCAE 

(uf?)ft= ODBF, 

zwischen diesen vier Flächen besteht aber die Beziehung 

CDBA + EFBA = OBBF — OCAE, 

welche sich umsetzt in 

h b ^ 

I udv -f- f vdu — { MV } 

a a 

d. i. in die Formel (13). 

Beispide. 1) Wenn n ^ — 1, so lässt sich das Integral 

jaf* l. X dx 

dadurch lösen , dass man w^Lx und dv =^ a^dx setzt; es 
wird so 

I x''l.xdx = pr prr I x'^dx^^ |-r -. — rr^i + C'. 

In dem Falle m =» — 1 handelt es sich um das Integral 

l.x 



s 



X 



dx 
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dsß 

tmd die Zerlegung m = ?. ar, rft? = — führt wieder auf das 
nämliche Integral zurück ^ indem 

I —dx = (l. xf — / — dx 
wird; nichtsdestoweniger ist die Aufgabe gelöst^ da hieraus 



/ 



^■'^ dx^^{lxY+C 



X 2 

folgt. 

2) Wenn man in dem Integral 

fyi—x^dx 
u = yi — a^, dv = dx setzt, so ergibt sich zunächst 

fyi—x^dx = xy\—7? +f-^=£==dx', 

aber das Integral der rechten Seite kann durch die Umformung 
^ SS 1 — (1 — x^) des Zählers in zwei Theile zerlegt werden, 
und dann folgt weiter 

fyr^^^dx = xyr^^^ +f-^J~—fyr^^*dx, 

worwaa 



f 



yi — x^dx= -äV^ — iP* + Y aresin a; + C . 

3) Das Integral 

Jn = 1 a^e^dx, 

worin n eine positive ganze Zahl bedeuten soll, gibt bei der 
Zerlegung u = rc*» , dv == ef'dx 

Eine Formel von dieser Art, durch welche ein vorgelegtes 
Integral in ein einfacheres von gleicher Gestalt umgewandelt 
wird, heisst eine Beductionsformd, 

Die wiederholte Anwendung obiger Formel führt auf 
folgende Gleichungen 

Jn = a;"c* — nJn-i 

e7"n_i = ar"-ie*— (n— l)c7n-t 
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das Endintegral ist J^ ^^Cd'dx = 6*; zum Zwecke der Eli- 
mination der Zwischenintegrale mnltiplicire man die Oleichongen 
von der zweiten angefangen der Reihe nach mit ( — l)n, 
(— Vfn{n — 1), . . . (— l)»-in(n — 1) . . . 2 und büde hierauf 
die Summe aller. Dadurch ergibt sich 

J^ = ^[x^ — na;"""^ + n(w — l)x^'^^ — • • • 
+ (— l)«-in(w— 1) . . • 2a? + (— l)«n(n — 1) • • • 1] + C. 

228. Neben der partiellen Integration ist die Transfor- 
mation der Integraitionsvariabdn eines der wichtigsten Hilfs- 
mittel zur Gewinnung neuer Integrationsformeln ^ beziehungs- 
weise zur Ausrechnung oder Vereinfachung vorgelegter Integrale. 

Es Hege das bestimmte Integral 

(15) fmdx 

a 

vor; an die Stelle der Variabein x sei eine neue Variable t 
durch die Oleichung 

(16) x^q>{t) 

einzuführen; von der wir zimächst voraussetzen^ dass sie x 
durch t sowohl wie t durch x eindeutig bestimmt^ so dass 
neben 9 auch die inverse Function 

(16*) t = '^{x) 

eindeutig ist. 

Mit Hilfe der Wertreihe 

a = XQ^ X^y X^y . . . x%n = 6 

und der in die Theilintervalle eingeschobenen Zwischenwerte 

^1; iJ/8; • • • ^tn — 1 

bUden wir die Summe 

(17) ^(^8« "" ^««-a)^^««-!) 

1 

und nehmen an dieser die Transformation vor. 

Vermöge der über die Transformationsgleichung (16) ge- 
troffenen Annahmen gehört zu obiger Reihe der Werte von x 
eine ebenfalls arithmetisch geordnete Wertreihe 
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und entsprechen den Zwischenwerten auch hier Zwischenwerte 

Dabei ist £Ör jeden Zeigerwert v 

und insbesondere auch 

daraus folgt weiter mit Hilfe des Mittelwertsatzes (87)^ dass 

wobei t%ji—i einen bestimmten Wert von t aus dem Intervalle 
(^«-2, hx) vorstellt. 

Hiemach verwandelt sich die Summe (17) in die gleich- 
wertige 

n 

1 
weil aber in Betreff der Grenzwertbestimmung die ursprüng- 
lichen Zwischenwerte x^^—i vollständig willkürlich sind; so 
gilt dies auch für die ^x— i; nnd daher darf von vornherein 
die Wahl so getroffen gedacht werden^ dass jedes 

^x— 1 = "fax— 1 5 
dann aber lautet die transformirte Summe 

n 

(18) ^(tin - ^«-»)/T9(*»»-l)]9'(*«»-l)- 

1 

Der Grenzwert derselben gibt wie jener Ton (17) den Wert 
des Integrals (15), daher ist 



ff(x)dx ==ff 



(19) Jf(x)dx==ja<P{tW(t)dt. 

a a 

Bei der durch (16) vorgeeeichneten Transformation eines 
bestimmten Integrals hat man also tmter dem Integralzeichen x 
durch tp(t)f dx durch (p'(t)dt zu ersetzen und als Grenzen die 
den ursprünglichen Grenzen a, b zugeordneten Werte a, ß der 
neuen Variabein zu nehmen. 

Wenn die Transformationsgleichung den hier vorausgesetzten 
Bedingungen nicht entspricht^ so bedarf es in jedem einzelnen 
Falle der Erwägunge ob von der Formel (19) Gebrauch ge- 
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macht werden darf; später yorzuführende Beispiele werden dies 
erlautem. 

Einer speciellen Transformation sei hier besonders gedacht; 
sie besteht in der Zekhencmdenmg der IntegroMansvariabeln, 
welche gleichwertig ist der Substitution 

Man findet durch Anwendung der Formel (19) 

b — a 

(20) ff{x)dx =ff{— x)dx . 

a —b 

ffieraus resultiren zwei häufig gebrauchte Formeln. Ist 
nämlich f(x) eine gerade Function, also f{^ x) = f{x\ so gilt 

a a 

ff{x)dx =ff(x)dx -\-ff(x)dx, 

—a — a 

und weil vermöge (20) 

a a 

ff{x)dx ^ff{—x)dx =ff{x)dx, 

— a 

SO ist 

a a 

(21) ff{x)dx = 2ff{x)dx , (A- X) = f{x)) . 

— a 

Ist dagegen /"(a:) eine tmgercide Function, so dass /*( — x) 
«= — f(x)y SO ist 

a a 

ff(x)dx =ff(—x)dx = —ff{x)dx, 

— a 

daher 

a 

(22) ffix)dx = 0, (f(- X) m) . 



— a 



Hier mag noch der Übergang von bestimmten zu unbe- 
stimmten Integralen vollzogen werden; denkt man sich die 
obere Grenze h, also auch ß variabel, so kommt man un- 
mittelbar zu 

(19*) ffix)dx ^ff[v(t)W(f)dt. 

Man kann dieser Formel auch die folgende Deutung 
geben: Aus jeder Integralformel lässt sich eine neue Formel 
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ableiten, indem x durch eine Function von x und dx durch 
da8 Differential dieser Function ersetzt wird. 

die allgemeinere 

fg>(xY^'(x)dx = ^^ + C, 



aus 1 — s=B 7. a? -j- C auf demselblBn Wege 

u. s. w. Mitunter lasst sich bei einem vorgelegten Integral 
eine solche verallgemeinerte Gmndformel durch blosses Zu- 
fügen eines constanten Factors herstellen, die Integration kann 
dann unmittelbar vollzogen werden. 

224. Seispiele, 1) Mit Hilfe der Grundformeln ergeben 
sich folgende Integrale: 

ßax + hydx^^ lf(ax+hydiax+b) = ^^^±^ + C, 
I coB^X9inxdx=^ — / cos*ir d cosa; = ^^" , /"^ + (^y 

JtgxäX /^^ I.C08X+C, 

J^'dx - ^J^'diax) = ^ + C, 
■ , : = — f - = — arc sm xx -fr C, 

yi — %*x* *J yi -(»«)» » ' 

/> ^x_ 
— ^ = -arctg- + C. 

2) Das Integral 

/ y a* — a?* d^ 

Ciuber, Vorlerangen. n. 3 
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verwandelt sich durch die Substitution x*^ amnt in 

SC 

in dem Resultate ist t durch aresin— und sin2<<«« 2 sin t cos < 

a 

durch 2 — 1/1 r zu ersetzen; hiemach ist 



/ 



■j/a* — ic* rfo; •=« -^"^a* — a:* + ^ aresin 1- C 



2 
3) Das Integral 



( 



dx 



geht zunächst, wenn man unter dem Integralzeichen Zähler 
und Nenner durch cos'o; dividirt, über in 

%Qfi*xdx 



/-. 



und durch die Substitution & tg^ = a^ weiter in 

denmach ist 

J a"co8*Ä + 2>*8in*a? ^™ a& °\a ^ / 

4) Es ist 

I ainxdx = {coso?} = 2; 



wollte man auf dieses Integral die Transformation sin o; == ^ 
anwenden, so müsste dies mit einiger Vorsicht geschehen; 
denn während x das Intervall (0, sr) stetig durchläuft, bewegt 
sich t von bis \ und wieder zurück; da nun 

(ix = ) 

008 a; 

so ist in der ersten Hälfte von (0, «), d. i. von bis -^y 

, dt 

ax = ■ ■ y 

in der zweiten Hälfte, d. i. von -^ bis n, 

aa: = — 
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za setzen. Hiernach ist 



n 
8 



das absurde Resultat / . = . 



j sinx dx = f ainx dx '{' j sin X dx 

j« 

8 

Ol 

Die unvermittelte Anwendung der Formel (19) ergäbe 



tdt 

u 

5) Man findet unmittelbar 

—1 —1 

Obwohl nun bei der Substitution 1 + ^ ~ * dio Variable ty 
während x das Intervall ( — 1^ 2) beschreibt^ nicht in einerlei 
Sinn sich ändert, sondern zuerst von 2 nach 1 und dann von 
hier nach 5 geht, so f&hrt doch die Formel (19) zu dem 
richtigan Resultate; deim ffir beide Abschnitte verwandelt sich 

xdm di 

m 



und es ist 

8 8 



im-Sr+j- 



1 



'J iVt'^J iVt Jsyl^l^)»' 



8 18 



daher 



8 & 

/ ad» _ /* dt 



— 1 8 

SO, als ob < sich beständig nur in einem Sinne änderte. 



> ' PI ^™ ■ r^^^^ 



3 



Zweiter Abschnitt. 
Unbestimmte Integrale. 

§ 1. Integration rationaler Functionen. 

225. Unter den Yerschiedenen Gattungen von Functionen 
gibt es nur eine, ftir welche die unbestimmte Integration theo- 
retisch immer ausgeführt werden kann; es sind die rationaien 
FtmcUonen. Die praktische DurchÄhrung hängt jedoch von 
einer Voraussetzung ab, welche alsbald angeführt werden wird. 

Jede gebrochene rationale Function kann auf die Form 

eines Bruches ^—y gebracht werden, dessen Zähler und Nenner 

rationale ganze Functionen von x sind; man darf dabei vor- 
aussetzen, dass der Bruch irredudibd sei, d. h. dass Zähler und 
Nenner keinen gemeinsamen algebraischen Theiler haben, ipit 
andern Worten, dass sie für keinen Wert von x gleichzeitig 
Null werden. Der Nenner sei vom Grade n. 

Ist der Zähler von demselben oder einem höheren Grade^ 
so lässt sich der Bruch durch wirkliche Ausführung der Divi- 
sion in eine ganze Function und eine echt gebrochene zerlegen, 
derart, dass 

f{x) ^ ^ * \f{x) ' 

darin ist F{x) höchstens vom Grade n — 1. Die Integration 
des vorgelegten Bruches komjnt dann zurück auf die Integra- 
tion einer ganzen Function und eines echten Bruches; die 
erste Aufgabe ist bereits erledigt (221), es erübrigt noch die 
zweite. 

Nach den Lehren der Algebra ist jede ganze Function 
mit reellen Coefficienten in reelle Factoren zerlegbar, welche 
sich als Potenzen von ganzen Functionen des ersten und zweiten 



Zweiter Abschnitt. Unbestiminte Integrale. 37 

Grades in x darstellen. Diese Zerlegung hängt mit den Nnll- 
stellen oder Wurzeln der Functionen in der Weise zusammen, 
dass eine einfache reelle Wurzel a zu der Zerlegung den Factor 
X — a, eine m^facbe solche Wurzel den Factor (x — a)"* liefert, 
während aus einer complexen Wurzel a + ßi ^i^d der sie be- 
gleitenden conjugirten Wurzel a — ßi ein quadratischer Factor 
x'^ + px + 2 und aus m-fachen Wurzeln dieser Art ein Factor 
(x^'\-pX'{-q)^ entspringt; dabei ist |>= — 2a und q=cc^-{'ß^, 

so dass ^ q <0 ist. 

Ist nun der Nenner f(x) der echtgebrochenen Function 

yj-^ in seine Factoren zerlegt oder lässt sich diese Zerlegung 

durch Auflosung der Gleichung f(x) = bewerkstelligen — 
dies die Voraussetzung, unter welcher allein die praktische 
Ausführung der im Nachfolgenden erörterten Operationen mög- 
lich ist — , so kann -^r4 in einfachere Brüche, welche die 
Factoren von f(x) zu Nennern haben, aufgelöst werden, imd 
das Integral / -^ dx. erscheint auf die Integration dieser ein- 
fachen Brüche, der FartiaXbrüche^ zurückgeführt. 

Die Grundlage für die Zerlegung in Partialbrüche bildet 

der folgende Satz: 

Fix) 
Wenn in dem irreductibdn echten Bruche , , /, . die Fac- 

ioren des Nenners Tzeinen gemeinsamen algebraischen Theüer 
haben, so lässt sich dieser Brtich, und zwar nur auf eine Art, 
in zwei irreductible echte Brüche zerlegen^ so dass 

V / q>(x)llj{x) q>{x) ' Ipix)'^ 

P und Q bedeuten ganze Functionen von x. 
Es sei nämlich 

gj(a;) =r a^af + a^af-^ -f- • • • -f- ar 
^{x) = b^x^ + b^af-^ H h 6.; 

dann ist r + ^ — 1 der höchstmögliche Grad der Function F{x) 
deren allgemeine Form 

F{x) = CöÄf +'-1 + CiÄf +•-« H h Cr+.-i 
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sein wird; da q>{x)\ tl;{x) keine gemeinsame Wurzel Haben, 
so iidt ihre Resultante 

CLq dl • ' ' ' ür ' ' ' ' 
Oq Ür-O 



(2) 



' * • • CLq ' Ur 

fco fci • • ' • fc« • • • • 
fco fc, . 

U • • • • Öq •••••••• Og 



^0. 



Bildet man mit den drei Functionen das Gleichungssystem 
F(x) = CoO(f+*-^ + Ciar^*-« + +c^^i 



q)(x) 



+ ar 



(hof + 

fcoft?^*-* + fciaf+^* + . . . + fc.af-^ 

fcoÄ''^+*^* + + fc.^K^* 



ilf{x) ^ hoOf + + fc,, 

das r -^ s -|- 1 Gleichungen umfasst, so kann dasselbe in Bezc^ 
auf die rechts auftretenden Potenzen von x^ d. i. af +*~^, 
af +*'~*, . . .cfiy deren Anzahl r + s ist, als ein lineares, nicht 
homogenes System angesehen werden; sein Bestand erfordert, 
dass die Determinante aus den Goefficienten und den links- 
seitigen Gliedern identisch verschwinde, dass also 



X^ ^tp (x) <Zq Ol Ur 

X"~^ip(x) Oq ür' ' 



q>(x) • • • • ao 
x^—^^{x) fco fci • • • • 
x'—^ip(x) fco 



ttr 



b. 



b. 









t(x) 



b. 







sei. 
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Entwickelt man links nach den Elementen der ersten 
Golonne, so ergibt sich eine Gleichung von der Form 

iAF(x) + {B^Tf-^ + B^af-^ + • • • + B.)q>{x) 

^ ^ \+ (iiiaf-i + A^Tf"^ + • • • + Ar)^{x) = 0; 

darin bedeuten A, JSi; . . . B^^ J-i, . . . J.r die Unterdeterminan- 
ten, welche den Elementen der ersten Colonne conjugirt sind, 
also durchwegs constante Grössen, deren erste laut (2) von 

Null verschieden ist. Aus (3) aber drückt sich ■ / r ^v n wie 
folgt aus 



(4) 



<p{x)lp{x) q>(x) 

, ft^~'+fc*'~* + ••• + ?, 



ip^x) 

Dass die beiden Brüche rechts irreductibel sind, erkennt 
man aus (3); hätten nämlich «lOf ""* + • • • + «r tind q){x\ 
also auch AxCf"'^ + • • • + -^r ^^<1 9(^); ©inen gemeinsamen 
Theiler^ so wäre dieser vermöge (3) auch Theiler von F{x) 

— gegen die vorausgesetzte Irreductibilität von , > . . - 

Hiermit ist der obige Satz im ganzen umfange bewiesen. 

Die wirkliche Zerlegung kann auf dem eben bezeichneten 
Wege mit Zuhilfenahme des Satzes der unbestimmten Coeffi- 
cienten (88) erfolgen. Nachdem man nämlich den Ansatz (4) 
gebildet, befreie man um von den Nennern und vergleiche in 

F{x) = («lOf-"* + a^of^^ -\ 1- ar)ilf(x) 

+ (/Jirc^-i + ^^-j ^ ^ ßs)(p{x) 

die CoefiQcienten gleicher Potenzen links und rechts; dadurch 
ergibt sich die gerade nothwendige Anzahl von r -j- s linearen 
Gleichungen zur Bestimmung der Goefißcienten 

CCi . , , CCrf Pl ■ • • P« • 

Aus dem obigen Satze lässt sich der folgende ableiten: 
Der irreduetible eckte Bruch — r:T — 7-^-^ — -7-r, in welchem 

keine ewei Factor en des Nenners einen gemeinsamen Theiler 
haiben, lässt sich nur auf eine Art in eine Summe irreductibler 
echter Brüche mit den Nennern 9)1(0?), q>i{x), . . . q>a(^) außosen. 
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Es ist nämlich auf Orund von (1) 

F(x) _P^ I ft 

+ 



und daraus ergibt sich durch Addition 

F{x) Pi P, P„ 

W /« A'r^o) /'?r^ . . .m fv\ ^^ ^i^T^ "r ^TT^ + ' ' ' "T" 



226. Eine einfache reelle Wurzel a des Nenners von 
•—-^ gibt zu folgender Zerlegung Anlass: Es ist 

(6) f{x)^{x-a)fp{x) 

und 

^^ fix) x — a^(p{x)^ 

dabei bedeutet Ä eine ganze Function 0-ten Grades^ also eine 
Gonstante^ und ist P von niedrigerem Grade als q>(x), um Ä 
zu finden^ setze man in der von Brüchen befreiten Gleichung 

F(x) = A(p{x) + P(x — a) 

^ SS a und erhalt^ da sowohl F{d) ^ wie 9> (a) ^ ist, den 
völlig bestimmten Wert 

Zu einer andern Darstellung des Zählers Ä führt die Glei- 
chung (6); differentiirt man dieselbe, so kommt 

f{x) = ip(x) + (x — a)(pXx) 

und daraus folgt f(a) =» ^(a); daher ist nach (8) auch 

Besitzt der Nenner nur einfache reelle Wurzeln a^ , Og , . . . a« 
und macht man die Voraussetzung, der Coefficient der höchsten 
Potenz sei die Einheit'''), dann gilt 

*) Im andern Falle denke man sich diesen Coefficienten vor das 
Integralzeichen gehoben. 
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f{x) = (x — a^{x — a^'"{x — an) 

und 

F{x) A, A^ A^ 



f{x) X — Ol 'a; — a, ' 'a? — a 



n 



Zur BestimmuBg der Zähler fClliren verschiedene Wege^ 
entweder setzt man in der von den Brüchen befreiten Olei* 
chnng der Reihe nach o: «= o^^ a^y . . .an und erhält in der- 
selben Reihenfolge A^^ A^y...Any oder man vergleicht in 
derselben Gleichung die Coefficienten gleicher Potenzen von x 
zu beiden Seiten und findet n lineare Oleichungen mit 
A^y A^y . , . An als Unbekannten^ oder endlich man stützt sich 
auf Formel (9) und erhält 



A.= 



n^) 



Für die Integration von Partialbrüchen der hier vorliegen- 
den Gestalt irilt die Formel 

X — a ® 

(10) J^^ = ^ f^x^a^ ==Al(x-a). 

227. Beispiele, 1) Zur Bestimmung des Integrals 

dx 



I, 



(x — a){x — h) 
hat man die Zerlegung 

1 A . B 



(x — a){x — h) X — a ' x — b 
vorzunehmen; nach Beseitigung der Brüche hat man 

1 = J[(a; — 6) + B(x — a) 
und findet daraus durch die Substitutionen x=^ajindx^h 



daher ist 



A 



a — ' 



dx 1 j X — a , y^ 



{x — a)(x — 6) a — & ' x — b 
Insbesondere gilt hiemach die Formel 



/ 



dx 1 j X — a , ^ 

X' — a" 2a X -f- a * 
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2) Es sei das Integral / / t _ 7^/ i_4\ ™ ermitteln. 
Man hat liierzu die Zerlegung 

^' + ^ -^ I ^ I ^ I ^ . 

wird der Zahler der linken Seite mit F{x)y der Nenner mit 
f{x) bezeichnet^ so ist 

und 

-* /"(l) 8 * -^ /"{- 1) 8 ' ^ ^2) 12 ^ 

_ F{- 2) ^ 

r(-2)— 12' 

Demnach ist 

/ (ic* + l)<ga; 1^ , g + 1 I J5_ 7 a? — 2 , ^ 

(«•— 1)(«"— 4) "^ 8 ^-Ä — 1 "^ 12 ^'a; + 2 ■+■ ^ 

3) Um das Integral 

'(860a;* — 106a; — 17)daj 



/' 



24a;» — 10a;* — 8a; + 1 

zu bestimmen, hat man zunächst die cubische Gleichung 

24a;» — lOa;» — 3a; + 1 = 

aufzulösen; ihre Wurzeln sind -^y — y, -7-, daher setze man 

360a;* — 106a; — 17 A . B . C 

24a;« — 10a;" — 8a; + 1~ 2a; — 1' 3a; +1' 4a; — 1* 

Nach Beseitigung der Nenner lautet diese Gleichung 

mOx^—10Qx—Vl = A{^x+l){Ax—l)+B{4:X—l)[2x—l) 

+ C(2rc — l)(3a;+l), 

und die Yergleichung der Goefficienten gleicher Potenzen von 

X führt auf 

360= 12^ + 8-5 + 6(7 

— 106= A — 6B— C 

— 17 — —^+ B— C; 

daraus berechnet sich 

^ = 8, JB=15, C=24. 
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Folglich ist 

/ (860a?» — 106a? — 17)dx 
24a?» — 10a?» — 3a? + 1 

— 4I.(2n; — 1) + 6?. (Sa; + 1) + 6?.(4a; — !) + (?' 
=« l (2x — l)*(3a? + 1)^ (4a? — 1)« + C\ 

2d8. Eine m- fache reelle Wurgd a des Nenners von 
-jp- führt zu folgender Zerlegung. Zunächst ist 

/-(«?) = (a: — a)>(a?), 
weiter nach dem allgemeinen Satze in 225 

Q 



F{x) ^ P{x) . 

f{x) (a?-ar "'■qpCa?) 



wobei P(a?) als Function m — 1-ten Grades die Form hat 

T{x) = «lOf*-^ + a^x'^'-^ + ••• + ««. 

Nun kann P{x) auch nach Potenzen des Binoms x — a 
entwickelt werden; entweder mit Hilfe der Formel 

P(x) = F{a + (a; — a)) 
T>/ x , P'(a) , V , P"(a) / N2 , 



+ i.2...(m- T)(^-^) 



m — 1 



oder aber dadurch^ dass man x =^ z -j- a setzt und P{m -{- d) 
mittels der Binomialformel ausfährt; es ergibt sich so 

P{x) = P(g + a) — A,sf^^ + A^sr-* H h ^ 

= ^i(a? - a)»»-! + J^(a? — a)"»-» H 1- A» . 

Auf Grund der letzteren Darstellung hat man dann 
ai) ^ = -^^ -I ^ I k ^'^ + -^. 

^ ^ /-(a?) a? — a ' (a? — a)» ' ' (a;— a^ <p(«) 

Eine m-£EUihe reelle Wurzel des Nenners gibt hiemach 
im Allgemeinen Anlass zu m Partialbrüchen, deren einer die 

früher schon behandelte Form ^ - hat und ein loffariih- 

a? — a ö 

misches Integral liefert, wahrend die andern von der Gestalt 

^— sind und das algebraische Integral 

(« — a) 



44 Zweiter Theil. Integral -Rechnung. 

dx Ar 



(12) Af. 



(ä — af (r— !)(« — a/-^ 

ergeben. 

Weil ^^^ irredactibel ist, so besitzt P(x) den Factor 

(aj — a) nicht und ist daher nothwendig Am ^ 0; dagegen 
können mehrere von den übrigen Zählern oder auch alle Null 
sein. Von den Partialbrüchen ist also jener mit dem höchsten 

Nenner, — , immer vorhanden. 

229. Beispiele. 1) Für das Integral / ^^"7 l)*^ pl* 
das Zerlegnngsschema 

(X + 2)« "" «T^ ' (X + 2)« ■«' (ä + 2)» ' 

nach Beseitigung der Nenner hat man zur Bestimmung der 
Zähler die Gleichung 

x'-l= Ä,(x + 2)^ + M^ + 2) + Ä,. 
Nun ist aber andererseits 

x'—l = (S"+2 — 2)« - 1 = (ic f 2)2 - 4(a: + 2) + 3, 
daher 

-^1 == l } A^ = 4 y A.^ = o . 

Die Yollziehimg der Integration gibt 

/(ä*— V)dx 4 8 

"F+2)i ^- (a? + 2) + jqjg — 2(x + 2)« + ^ 

= l§T^^^-(^ + 2) + C. 

2) Die zur Entwicklung des Integrals 



/: 



a;«(a; + 2)> 

nothwendige Zerlegung kann in verschiedener Weise vorgenom- 
men werden. 

Will man zunächst die von dem Factor a^ herrührenden 
Partialbrüche ermittehiy so setze man 

— ^iB ^^^^5 wm^i^^ ^m^mm ^^m^^ * ^hi^^» ^HSi^M ^hm^» 



x'{x +2)" Ä« "^ Ä* ^ a? ^ (ä + 2)* 

und multiplicire mit x^] dann zeigt die Gleichung 
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W+W °° ^ + ^»^ + ^^* + (X + 2)« ' 
dass man nur den Quotienten . , . , nach steigenden Potenzen 

Ton X bis zur zweiten einschliesslich zu entwickeln brauche^ 
um Aq, A^y A^ zu erhalten; nun ist 

folglich 

Ä« — 2 L 4_ J Lj- ^ 



4c'(a; + 2)* 2a;» ' 2a;« 8a; ' 8(a; + 2)*' 

es erübrigt nur noch die Zerlegung von ^^ _^ g^, = 3^^ ^ g^, 
nach den Regeln von 228 und man hat endgiltig 

a;« — 2_^ L-lJ Lj- ^ ^ 



x»(a; + 2)« 2a;» • 2a;« 8a; ' 8(a; + 2) 4(a; + 2)« 

Es hätte aber auch der folgende Weg eingeschlagen wer- 
den können. Aus dem vollständigen Schema 

x^{z + 2)« a;» •" a;* •" a; "• (a; + 2)« •" a; + 2 
folgt 

a;» - 2 = (^0 + A^ + A^'){^ + 2)* + [^o + A{^ + 2)]^', 
und die Vergleichung der Coefficienten links und rechts gibt 

0= A + B^ 

0= A, + 4.A^ + B^ + 2B, 
1= ^^ + 4^ + 4^ 
= 4^ + 4^ 
-2 = 4^; 

daraus berechnet sich 

A = — 2' -^ = 2' A = — 8? ^o = — 4^ ^i"^8 

wie oben. 

Man hat demnach 

(a;«~2)rfa; 1 1 1, 1 \ ^ l U \ 2\ \ C 

a;»(x + 2)« 4a;« 2a; 8^'^^ 4(a; + 2) ^ 8 *• '^^^^ "^-^ ^^ ^ 

2 — 8a; — a;« t }_i a; + 2 , ^ 

~ 4a;«(a; + 2) "•" T x "*" 



/ 
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230. Ein Paar einfacher conjugirt complexer Wurjsdn des 
Nenners von -jj^ führt dem allgemeinen Satze zufolge auf 
einen Partialbnudi Ton der Form 

ax -{- b 



worin 



^'->«<o. 



Zum Zwecke der Integration dieses Partialbruches trans- 
formire man den linearen Zahler ax-\'b derart, dass er den 
Differentialquotienten 2x-\-p des Nenners enthalte; in der That 
gilt identisch 

Darum ist 



J«' 



(13) 



ax-\-b 



+ px + q 



dx 



2j ^M 



-(-p)<i« 



+ px + q 



+ ("-'4)/^ 



äx 



2J x^+px+q ^V 2/J«5q 



+ px + q 

dx 



+ px + q 

Es bleibt also noch die Durchführung der Integration 

dx 



A 



X* -{- px + q 

zu erledigen; diese gelingt durch Umwandlung des Nenners in 
die Summe zweier Quadrate, indem nämlich 

x'+px+,^(x+iy+{y7^* 

ist; vermöge dieser Darstellung hat man 

dx /^ dx 



Jx* 



(14) 



+ px + q 



/MRy^' 




= arctg 



v^ v^ 
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Tragt man dies in (13) ein^ so ergibt sich für den jetzt 
Torliegenden Partialbruch das Integral 

ax -{- h 



(16) 



J«' 



+px + q 



dx 



a , , . . . V . 2 . ^ 2 



Y ?•(«* + J»« + ff) + --p=^ aro% 



28L Beispiele, 1) Es sei das Integral 

/(a:« + \)dx 

zu bestimmen. 

Die reelle Zerlegang des Nenners ist 

a:« — 1 «= (a; — l)(a;« + a: + 1), 

daher die des Bruches 

g* + 1 ^ A ■ JBa;+ C^ 
«»— l°*aj— 1* «• + « + !' 

Daraus folgt 

0?^ + 1 = ^(o;« + a; + 1) + (Ba; -f C)(a: — 1) 

und nach dem Satze der unbestimmten Goef&cienten 

2^1^ 1 



; 



B-f, C--^; 



3 ' •^ 8 ' ^ 8 



der zweite Partialbruch gestaltet sich weiter wie folgt um: 
Bx-^G 1 x — l 12aj+l 1 1 



«* + « + ! 8aj*4-ic + l 6a?* + a;+l 2a;* + aj + l 

1 aa;+ 1 1 1 

Demnach ist 



ß 



x^—1 

= i.i.(^_l)+2|.(^ + a; + l)__^arctg?^+a 
2) um das Integral 

«* + «' + ! 

ZU entwickeln y hat man vor allem den Nenner in seine ein* 
fachsten reellen Factoren zu zerlegen; da reelle Wurzeln nicht 



/ 
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Torhanden sind, so werden die Factoren quadratisch sein, und 
weil die dritte nnd erste Potenz fehlt, die zweite aber einen 
positiven Goefficienten hat, wird der Ansatz die Form haben 

a^-\-x^+l = {x^ + ax + l){x^ — ax+l)-, 

die Yergleichung der zweiten Potenzen beiderseits zeigt, dass 
— a* + 2 = 1, also a = 1 ist. 

Mithin ergibt sich ftLr die gebrochene Function die Zer- 
legung 

a?» + 1 __ Ax + B , Cx + D 

X* + X* + 1 x* + x+ 1 ' rc« — a; + l' 
nach WegschaJOPiing der Nenner hat man 
x^ + l = {Äx + B)(x^ — X + 1) + {Cx + D)^^^ + X + 1) 
und hieraus mittels des Satzes der unbestimmten Goefficienten 

0= Ä + C 

1 A + C+B + D 

0= Ä+C—B+D 

1= B + D, 
woraus sich berechnet 

A = C=0, JB = D — i.. 

Nun kann die Integration vollzogen werden und gibt 

/ \x^+l)dx __ 1 p dx , Jl^ / * dx 

x^-{.x^+l ~ 2 / / , 1\» 3 "T" 2 / / 1\« 8 

J l^ + YJ+T J (^-y)+T 

1 . 2a;4-l , 1 . 2a; — 1 , ^ 
= -p arcto — i V- --= arctg — ;= \- G 

= — = arctg f-= — - + C = -= arctg ^ ^ , 4" O, 

8 

282. Ein Paar m-facher, conjugirt complexer Wurzeln des 

Nenners von -^ hat einen Partialbruch von der allgemeinen 
Form 



wo 



t- 2<0, 



znr Folge, wobei P eine ganze Function hochstena yom Grade 
2m- — 1 bedeutet. 
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Die Integration eines solchen Partialbruches ToUzieht sich 
am einfachsten mit Hilfe des folgenden Satzes. 

Es lassen sich, und gwar nur auf eine Arty zwei gange 
FtmcbUmen Q, B, die erste vom Orade 2m — 3, die zweite vom 
Grade 1, bestimmen derart, dass 

(16) ?. D^ ^ .-{ 

(«•+l>aj + 3r (aj'+P^ + Sr" x^ + px + q 

Führt man nämlich rechts die Differentiation aus^ so wird 
dieser Behauptung zufolge 



(17) { 



{x*+px+qf-^ Q- (m - IXre* +f 3?+ 9)""* («« +P) Q 

(x*+px+q)"^-' 

+ ä 

' a;*+ px + q^ 

schafft man die Nenner fort, so ergibt sich weiter die Gleichung 

P = (a^ + j»« + q)Q'- (»» - 1)(2» +p)Q 

+ (^5* + ps> + 3)"»-^ JR . 
Die nach Potenzen von x geordnete rechte Seite enthält die 
2 m — 2 Coefficienten von Q und die 2 Coefßcienten von B, 
im ganzen also 2 m unbekannte. Wendet man aber auf (17) 
den Satz der unbestimmten Coefficienten an^ so ergeben sich, 
da (im Allgemeinen) beide Seiten vom Grade 2m — 1 sind^ 
gerade 2m Gleichungen zur Bestimmung der 2m Unbekannten, 
welche Gleichungen, da sie linear sind bezüglich der Unbe- 
EiEmnten, zu einer eindeutigen Bestimmung derselben fuhren. 
Ist die Zerlegung (16) vollzogen, so liefert die Integration 

also einen algebraischen Theil und ein Integral, da& nach den 
Formeln von 280 zu bestimmen ist und im Allgemeinen einen 
logarithmischen und einen cyklometrischen Antheil liefert. 

Hiermit sind alle Fälle, die bei rationalen Functionen 
auftreten können, erledigt; die Untersuchungen zeigen, dass 
die Integration solcher Functionen auf drei Gattungen von 
Fonctionen führt: auf rationale, logarifhmische und cyklometri- 
sehe Functionen, 

C sab er, Vorlesangen. II. 4 
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288* Beispiele. 1) In dem Integrale 



/ 



x(ix* — x + 6)^^ 



(«• + 1)* 

Iiat die zu integrirende Fanction unmittelbar die in 282 Yor- 
snsgesetzte Fonn, und es ist 

P = »(2«* — a; + 5), a^' + pa; + g = a;* + 1; 

Q^Äx + B, B=Cx + D', 

demnach lantet die zur Bestimmung der Goefficienten Ä, B, C,D 
dienliche Gleichung (17) 

x(2x*—x-\-6)=(x*+l)A—2x(Ax-\-B) + (a^+l)(Cx-\-D); 
sie fOhrt zu den Bestimmungsgleichungen 

(7= 2 

— Ä + D 1 

— 2B+C= 5 
^ + D= 

und aus diesen berechnet sich 

A-^:L, 5=—!-; (7=2, D i-. 

Dadurch ist die Zerlegung 

a;(2a?* — a? + 6) jl_ ^v a? — • 8 , 2_ 

(X* + 1)" ~ 2'^'x^+l^ «• + 1 

bestimmt und die Integration ergibt 

2) Zur Entwicklung des Integrals 

«« — 2« + 1 



/-. 



^dx 



«»(« — 2)(a;«+ ly 

führe man zuerst die allgemeine Zerlegung auf Orund der 
Sätze in 225 aus nach dem Schema 

aj» — 2a; +1 ax*'^hx-\'C . d . /'a?'+ gfg'-f" ^^ +/ . 

aj'(a; — 2)(aj« + l)" ~ ö» ^ x^^ "f" (a:" + !)• » 

zum Behufe der Bestimmung der acht Coeffidenten a, by...j 
wende man auf die von den Brüchen befreite Gleichung den 
Satz der unbestimmten Coefficienten an; dadurch ergeben sich 
die Gleichungen 
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0-= a-\-d-\-f 

0^—2a + h — 2f + g 

0= 2a — 2b-\-c-\-2d — 2g-\-h 

= — 4o + 26 — 2c — 2Ä -t- j 

1= o — 46 + 2c + d— 2i 

= — 2a + 6 — 4*5 
— 2-= — 26 + c 

1 = — 2c 

m 

und ihre Auflösung liefert 

11 , 3 1,1 

« = "8"' * = T> ^ = — T? ^ = iö? 

- 7 4 , 12 . 9 

f~ — T> ^ = —6"^ *^ y^ 1 T* 

Nun bleibt noch die Zerlegung des dritten Partialbruches 

fx^ + gx* + ^a? + i 1 7a;» + 4a?> + 12a? + 9 

(«" + 1)" 6 («• 4- 1)" 

nach den Regeln des vorigen Artikels vorzunehmen; es ist 

(mit Weglassung des Factors -|) 

7a!» + 4a!* + 12a; + 9 j. Ax + B , Cx + D 
{x* +1)» °" ■''* a!» + 1 "*" a!» + 1 » 

daraaa ergibt sich nach AusfOhrung der Differentiation und 
Beseitigung der Nenner 

7a;» + 4a;» + 12a; + 9 

= (a;« +;i).4 — 2a;(.4a; + B) + (a;« + l)(Ca; + D) ; 

aus der Yergleichung der beiderseitigen GoefiScienten entspringen 
die Gleichungen 

7= C 

4 = — ^-fl) 

12 2B-\-C 

9= 4 + D, 
woraus 

Die endgiltige Zerlegung lautet demnach 
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a;> — 2a; + 1 



>~Ä) ö\2^ a;« + l "»" a;* + l /' 



^li + J J>+^ 

8a; "^ 4a;' 2a;' ^^ 40(a; 

nun kann die Integration ohne weitere Rechnung vollzogen 
werden und ergibt 

_____j-^ aa? — -g- t.a; — — -f. j^ -t- j^^. (^a? — ^j 

6a;» — 8a;« + 8a; — 1 , 1 , a;"(a; — 2) 18 , , ^ 
4x'Ca;» + 1) + iQ^' (x« + l)" ~iÖ^^^^^+^- 

3) Bei der Entwicklung des Integrals 

■"*da; 



(19) T-^ 



+ «r 

worin m, n positive ganze Zahlen bedeuten sollen^ sind zwei 
Falle zu unterscheiden. 
. . Ist m eine ungerade ZaM^ in = 2p -\- 1, so setze man 

(X? =^t, woraus xdx = y ^^^) ^^^ erhält 



(20) fir^^Lf. 



«^rf« 



(1 + Xy « €/ (1 4- <)* ' 

das rechtsstehende Integral fallt aber unter die Regeln von 228^ 
und nachdem es durchgeführt ist, bleibt nur t durch x* zu 
ersetzen. 

Hiemach ist beispielsweise 

^ dt 



+ *)• 



/ ' x^dx ^ i r tdt _ 1 r dt' ^ 1 r 
(!+«•)' 2 J (1 + t)« — 2 J 1 + t 2 J (1 

Ist m eine gerade ZcM, m = 2p, so entwickle man x^'^ 
nach Potenzen von 1 + «*; das Schema hierfür ist 

3»p^ (r+^« — l)p = (1 + ic*>' — 0(1 + a;«)p-» 

+ 0(1 + ^)''-* + (-1)"; 
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dann ist^ weil 2jp < n^ also umsomehr jp < n vorausgesetzt 
werden kann^ 

/ ' of^dx ^ r dx _ (p\ r dx 

Die Integrale der rechten Seite können nach der in 282 ent- 
wickelten Methode behandelt werden. 

Sie lassen sich aber auch durch das folgende Yer£EJiren 
auf ein Grundintegral, nämlich auf 

dx 



/i 



1 + X* 

zurückfOhren. Zunächst ist 

/ ' dx _ r (l + x*'-x')dx ^ r dx r x^dx ^ 
{i + xrj (1+xr J(i+^T"' J(i+«r' 

wendet man auf das zweite Glied der rechten Seite partielle 

Inteirration an, u^=x, dv = setzend, so wird 

® ' ' {l + x*f ^ 

/ ' x^dx X I 1 / * dx 

(1 + xf "" 2(r - 1)(1 + «T-^ "^ 2 (r - 1) J (T+^T^ ' 
demnach ist weiter 

Durch successive Anwendung dieser bis r «« 2 giltigen Reduor 
tionsformel kommt man bei positivem ganzen r schliesslich 
i^uf das oben erwähnte Grundintegral zurück. 
um z. B. das Integral 

x*dx 



fi 



(1 + xy 

.zu ennittdn, setze man o?* = (1 + a?* — 1)* «*» (1 + ^^Y 
— 2(1 + + 1; und nun findet man zuerst 

/ x*dx r dx o C dx , r dx 

nach (22) aber ist 

/ dx X , 7 r dx 
{i+xy "" 8(1+««)* + Tj (1 +«•)*' 



54 Zweiter Theil. Integral -Rechnung. 

daher 

/ x*dx X , r dx 9_ r dx 
(1 + xy — 8(1+«")* "r"j {l + x^ ~ TJ (l+a?«)*' 

weiter 



aLso 



/ dx X . ^ r dx 
(l + xy~ 6(l + a?«)»"»"Tj (l + xy' 



scilliesalich 



/ x^dx X I 8a; , 1_ C dx ^ 

{l+x^ ~~ 8(1 +«•)*"» 16(1 +«•)»■» 16j (1 +«•)»' 

L 

/ ^ag Ä , ^ / * (ig 
(1 +a?V "^ 4(1 +aj«)» "*■ 4 J (1 +«•)" 

, ^ / X , J^ r dx \ 

•+ 4 \ 2(l + aj«) ■*" 2 J 1+W' 



4(1 +aJ*) 

mithin endgiltig 

da; 



(l + a.i)5 — — 8(l+a;V "^ 



16(1+0;")» 



~ 64(1 + o;")" ~ 128(1+0;«) + 128 a^^^g^ + ^ 

(S + lla;"— lla;* — 3a;^aj ,8 . , ^ 

= 128(1 + 0;")* ^ + I28*^<^*8^+^- 

§ 2. Integration irrationaler Fonotionen. 

284. Ein sehr umfassendes Problem der Integral-Rechnung 
bestellt in der Untersuchung von Integralen der Form 

(1) ff(p,y)dx, 

wo f{x, y) eine roMonoile Function der Argumente a?, y be- 
deutety y selbst aber als Function von x durch eine algebrai- 
sche Gleichung 

(2) F(x, y) = 

bestimmt ist^ also eine (ügdyraische Function von x im all- 
gemeinsten Sinne darstellt (18 , L). 

Ist die Gleichung (2) in Bezug auf y von höherem als 
dem ersten Grade, so ist y eine irrationale Function yon o;; 
gerade dieser Fall kommt jetzt in Betracht. 

Aber nur bei wenigen besonderen Formen der Gleichung 
(2) ist es möglich, das Integral (1) mit Hilfe der elementaren 
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FnlictioDen in einer beschränkten Anzahl von Verbindungen 
derselben darzustellen. Eine solche Darstellung gelingt näm- 
lich nur dann^ wenn das Differential f{x^y)dx durch Trans- 
formation der Yariabeln sich auf ein rationales Differential 
zurückfahren lässt. 

Die in den Anwendungen der Analysis auf Geometrie und 
Mechanik auftretenden Integrale irrationaler Functionen sind 
hänfig solcher Art, und soUen nun die wichtigsten Formen 
derselben betrachtet werden. 

285. Ist die Gleichung^ welche y als Function von x 
bestimmt, in Bezug auf x vom ersten Grade, hat sie also die 
Form 

(3) {a'x + l')^>{3,) + ax + h^Q g.^^)» 

wobei 9(y) eine ganze Function mindestens des zweiten Grades 
bedeutet, so wird das Ziel dadurch erreicht, dass man in dem 
Integral (1) y als Integrationsvariable einführt; (3) gibt nämlich 

{A\ rr — — ^'y(y) + ^ 

W ^ — a>(y) + a ' 

daher auch dx als rationale Function von y, und somit ver- 
wandelt sich durch die Substitution (4) f{Xy y)dx in ein 
rationales Differential in y. 

Die einfachsten Fälle dieser Art sind die folgenden. 

1) Die Gleichung (3) ergebe 

wo n eine positive ganze Zahl ist; dann folgt wegen 

dx = ny^'^^dy 

(5) ff(x, Yx) dx = nffitr, y)r'~^dy . 

2) Aus der Gleichung (3) folge 

aa? + 6 = y" ; 

dann ist rfa; = nC^, daher 

(6) ff(x, y^^rfl) dx = ±Jf{t^^ y) y.-lrfy. 

3) Liefert die Gleichung (3) eine Losung von der Form 

ax 4" ^ « 
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so ergibt sich 



und 



demnach ist 



X = — ^ 



(7) 



t oh — ob t 1 

f^a — ay) 



^ V ' \a - a'v" '^/ ia- o'«»V 



In allen drei Fällen ist unter der n-ten Wurzel eine &e- 
stimmte Lösung der betreffenden Gleichung zu verstehen und 
auch durchgehends beizubehalten. 

286. Beispiele, 1) Bei dem Integrale 

yxdx 



J y« 



y/x — i 

handelt es sich um eine rationale Function von yx, man 

setzt also 

a; = y* , woraus dx = 6 j^rfy , 
und findet 

nun ist (226; 280) 

y^ = •/* -L. «i -j L y — 1 

daher 



/ 



/^^i' + l^ + l^-d'-D-^Cy' + y+i) 



and 



ys-i 



y5 4- y« + 1 
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2) um das Integral 



/: 



dx 



*/ 

xyi — X 

zu entwickeln, setze man 

1 — a? = y*, woraus a; = 1 — y*, Jrr = — 3y*rfy; 
es ist dann 

= ?.(y- l)-i?.(y»+y+l)+y3 arctg?^* + (7 

8 



+ y3arctg!l5^^ + 
3) Behufs Bestimmung des Integrals 

/n /l — X dx 

J V T+'ilc' 

hat man die Substitution 

1 — X 2 

l + x ^ 
zu benutzen, woraus 

„ 1 — y' ^ „ ^yäy 

^"l + y«' ^^- (1 + yV 

folgt Mithin ist 

nimmt man die Zerlegung der gebrochenen Function nach den 
Regeln von 226 und 280 vor, so konmit 

1 il + y 1 



/• yi 



daher ist schliesslich 

287. Eine sehr wichtige Gattung von Integralen irratio- 
zuder Functionen entspringt aus der Annahme; dass y als Funo- 
üoii Ton X durch die Gleichung 
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(8) y^ = aa^ + 2bx + c 
bestimmt ist; dann bezieht sich das Integral 

(9) ff{x, y)dx 

auf eine rationale Function von x and einer Quadratwurzel 
aus einer ganzen Function zweiten Grades; der Fall a = 
kann nämlich ausgeschlossen werden, weil er bereits unter 
285 y 2) erledigt ist. Die Quadratwurzel^ welche f&r y gesetzt 
wird, ist durch die ganze Rechnung mit einem und demselben 
Vorzeichen beizubehalten. 

Als rationale Function hat f(x^ y) im allgemeinsten Falle 
die Form eines Bruches aus zwei ganzen Functionen von x^ j^; 
da die geraden Potenzen von y rational; die ungeraden aber 
als Product aus einer geraden Potenz und y darstellbar sind^ 
80 konmit schliesslich 

als Ausgangsform zu betrachten ^ wobei M^ N, jÜT, IT ganze 
Functionen von x bedeuten. 

Macht man den Nenner rational , so wird 

M+Ny _ {M + Ny)iM[- N'y) 
M'+ N'y jjf 1 — i^'ty« 

_ MM '— NNY . {M 'N—MN')y* 1_ 
~ ~M'* — N'*y^ "T" 3f' • — N'^y* * y ' 

also schliesslich 

f(x,y) = P+^, 

wobei P und Q rationale Functionen von x bezeichnen. 
Demnach ist das vorgelegte Integral 

(10) ff{x, y)dx ^fpdx +/-^ 

auf das Integral einer rationalen Function P, das als erledigt 

/Odx 
•^ — zurttck- 

geffihrt; in welchem die Irrationalität lediglich auf den Nenner 
beschrankt ist. 

Die rationale Function Q im Zähler kann wieder^ wenn 
man den allgemeinsten Fall ins Auge fasst^ als Aggregat aus 
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einer ganzen Function Gr(x) und einer irreductibeln echt ge- 
brochenen Function —j^ dargestellt werden^ so dass die Be- 
rechnung des Integrals (9) zurückkommt auf die beiden irra- 
tionalen Integrale 

(11) r^^dx und r^^. 

Diese Integrale aber lassen sich auf ein gemeinsames 
Ghrundintegral; nämlich auf 

(12) /f 

zurückfuhren; der Process dieser Zurückfahrung soU im folgen- 
den Artikel; für das zweite der Integrale (11) mit einer Ein- 
schränkung, vorgetragen werden. 

288. Für das erste der Integrale (11) gilt der folgende 
Satz: Ist die gcmze Function Cr(x) vom Grade m, so kann, 
und nur auf eine Weise y eine ganze Fu/nction G^{x) vom Grade 
m — 1 und eine Constante A derart bestimmt werden, dass 

(13) m^i).{a,{x)y]+j 

ist. 

Führt man die Differentiation aus, so geht (13) über in 

y 1 V ;y T" y ^r y 

und nach Beseitigung der Nenner in 

(14) G{x) = G;{x){aa? + 2hx + c) + G^{x){ax+V) + ^; 

beide Theile dieser Gleichung sind nach Ausführung der an- 
gezeigten Operationen ganze Functionen Ton x des Grades m; 
yergleicht man also die Goefficienten gleich hoher Potenzen 
Ton X links und rechts, so ergeben sich zur Berechnung der 
m Coefficienten von G^{pc) und von A die gerade erforder- 
lichen m -{- 1 Gleichungen, welche, da sie in Bezug auf die 
genannten Grössen linear sind, eine eindeutige Bestimmung 
für dieselben ermöglichen. 

Sind G^{x) und A auf Grund von (14) ermittelt, so liefert 
die Gleichxmg (13) 

(15) J^äx=G,{x)y-^Äp-f, 
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wodurcli thatBächlicli das linksstehende Integral auf das Grund- 
integral (12) zurückgeführt erscheint. 

Behufs Ausrechnung des zweiten Integrals (11) liegt es 

nahC; die echtgebrochene Function — y-y in ihre Partialbrüche 

und dadurch das Integral in einfachere Integrale au&ulösen. 
Wir beschränken uns dabei auf die Betrachtung einer einfachen 
reellen und einer m-&chen reellen Wurzel x des Nenners 
^{x)y von der wir voraussetzen, sie sei nicht auch zugleich 
Wurzel des Trinoms j/* = aic* + 26a: + c, so dass ax* + 26x 
+ c^0 ist. 

Ist X eine ein&che Wurzel, so liefert es einen Partial- 

bruch von der Gestalt mit constantem Zähler (226) und 

zu dem Inte&rale 1 — 7-7 — den Bestandtheil 

ist dagegen x eine m-fache Wurzel von q){x)y so gibt es einen 
Partialbruch ^-—r, dessen Zähler eine iranze Function 

ix—yCf^ ^ 

m — 1 -ten Grades ist , und liefert zu dem Int^rale den Be- 
standtheil 

(17) C^-^^^dx, 

dieses Integral aber lässt sich auf das vorige, (16), zurück- 
führen mit Hilfe des folgenden Satzes: 

Man kann, und nur OMf eine Weise, eine ganze Function 
Bj^ (x) vom Grade m — 2 wnd eine Constante A bestimmen der- 
art, dass für aUe Werte von x die Gleichung besteht 

Wird nämlich die Differentiation ausgeführt, so verwan- 
delt sich diese Gleichung in 

Jg(a?) iwy-riv; ^ (m— l)J8j(x)y 



+ 



(ä — x)'"y (a; — x^-^ {x — %T ' (« — «)y 

imd lautet nach Abschaffung der Nenner 



(W) {"^'1 
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(m—l)Ri{x){aa^ + 2bx + c) + ^(rc — x>»-i; 

nach AuafOkrong aller rechts angezeigten Operationen heben 
sich dort die Glieder m-ten Grades auf; ist nämlich 

B^(x) = a^af^-^ + «lO;^-* + • • •; 
also 

Rj^'(x) = {m — 2)a^x^-^ + (^ — S)«!^:«-* -I , 

80 ergibt sich im ersten der drei Theile auf der rechten Seite 

von (19) das Glied 

(m — l)aaQX^, 

im zweiten Theile das Glied 

— (iw — l)aÄQaf* 

nnd beide heben sich anf. Es rerbleiben sonach rechts und 
links ganze Functionen des m — 1-ten Grades^ und durch Ver- 
gleichung ihrer Goef&cienten ergeben sich zur Berechnung der 
m — 1 Coefficienten von Ili(x) und des A die gerade noth- 
wendigen m Gleichungen, die zu einer eindeutigen Bestimmung 
führen; weil sie bezüglich der zu berechnenden Grössen linear 
sind. 

Sind Iti(x) und Ä auf Grund von (19) ermittelt, so 
liefert die Integration von (18) 

(20) f ^^""l dx ^^J/ + A T-^^— ; 

dadurch erscheint thatsächlich das Integral (17) auf jenes (16) 
zurückgeführt. 

Es erübrigt nun noch zu zeigen, dass sich das Integral 
(16) in das Grundintegral (12) umsetzen lässt. 

Zu diesem Zwecke entwickeln wir das Trinom 

y« = ax^ + 26a; + c 

nach Potenzen von x — x und machen hierzn den Ansatz 

ax» + 2fea; + c = a\x — xf + 2h\x — «) + c ; 

daraus ergibt sich durch Yergleichung der beiderseitigen Coef- 
ficienten 

a = a 

& = — xa^ -f- V 

c = xV— 2x6'+c, 



(22) 
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woraus weiter folgt 

(21) d^a, V=ax + b, [c'= ax^ + 2hx + c^O. 

Mit Benützung dieser GoefEcienten und der Substitution 

X — X = — , aus welcher dx = — -r^y 

erhält man 

dt 

dt 



/ dx ^ _ r «» ^ _ r 
(a;-x)y= / J_-|/a' 26' , ~ J V^ 



+ 2&'e + a' 



/' dx 
: __ . in ein Integral 

Ton der Grundform (12) umgewandelt. 

289. Die noch zu lösende Aufgabe ist die ^ntwvMvmg 
des Grundintegrais 

(^2) J y Jl/aaj« + 26a: + c' 

diese führt zu yerschiedenen Functionen ^ je nach dem Vor- 
zeichen von a. 

Ist a > 0, so transformire man das Trinom zunächst in 

ax^ + 2hx + c = ^ [(ax + hf + ac — 6^ 
und setze 

(23) aa? + 6 = jgr, woraus (Zic== — ; femer ac — V = d; 

es darf angenommen werden, dass d ^ 0, weil für d = die 
Irrationalität Ton Anfang an aufhörte zu bestehen. 
Hiermit wird 

(24) C dx _ _ J_ r_dz 

^ ^ J yax* + 2bx + c yäj y^'+d ' 

wenn tf > 0, besteht Realität för alle Werte von 0, also auch 
für alle Werte von X] wenn aber * < 0, so hat das Integral 

nur so lange reelle] Bedeutung, als 0*>|d|, also ^ ^ — V^ 

< ;, < Il1±}^ ist. 
a 

Das vereinfachte Integral kann mittelst der Substitution 

(25) Y?~+d = t — 



r 
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gelost werden*); qnadrirt man diese Gleichung^ so kommt 
man nach Anfhebnng von z^ zn 

d = — 2iep< + ^, 
woraus 

folgt; hiermit aber ergibt sich aus (25) 
nnd durch Differentiation 

Daraus und mit Berücksichtigung von (25) erhalt man 

(26) J^^=J^ = u+C = ?.(« + V5M^ + C, 

daher ist 



(27) 



Jv^ 



+ 26a; + c 



= -^l(ax + b+Yayax^+2bX'\-c) + G (a>0\ 
ya 

2) Wenn a<0 ist^ so gestalte man das Trinom wie 
folgt um: 

ax^ + 2hx + c = ^[b^ — ac — (ax + fe)«]; 

mit den Substitutionen (23) ergibt sich hiermit 

/ * dx ^ — 1 r de 

yax* + 2hx + c " V^^J V— ^ — «■ ' 

Realität besteht nur^ wenn d<0 und dann nur solange^ als 
f^< — d. 

Das vereinfachte Integral ist jetzt unmittelbar auf eine 
Grundformel zurückführbar, indem 



*) Mit Umgehung dieser ümfonnimg kann auf das ursprüngliche 
Integral die Transfonnation 

|/aa;" + ^bx + c — x^ä + t 

angewandt werden; sie fOhrt zum Ziele, weil sowohl dx wie y sich 
rational in i ausdrücken. 
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z 

ist; durch Restitution der Yariabeln x gelangt man zu dem 
Schlussresultate 

(29) / , =-7=arc8m ) ^—^ '\-G (a<0). 

240. Beispiele. 1) Durch unmittelbare Anwendung der 
Formeln (27) und (29) ergeben sich die Integrale 

C-=J^= =^l,(x + a + yx(2a + x)) + C 

/dx . X — a , ,/-# 
. =: = arcsm + G. 
yxC^a — x) a 

2) Die Bestimmung des Integrals 

/{mx + n)dx 
— ^ — ' 

beziehungsweise seine ZurückMirung auf das Qrundintegral 

/dx 
— , hat nach dem ersten Satze in 238 zu erfolgen. Man 

erreicht die dort bewiesene Umformung des Differentials in- 
dessen leicht dadurch; dass man aus mx -|- n den halben 
Differenüalquotienten von j/*, d. i. ax + 6, herstellt; es ist 



nämlich 



n »: — (ax + 6) + 



folglich 

/ (mx + n)dx m r (ax -\- h)dx , an — bm Cdx 
y ~ aJ y "* « J T' 

also schliesslich 

/QQ\ r (mx + n)dfa? i» , ow — &» Cdx 

^ ^ J y ~ a^'^ i J Y* 

3) Um das Integral 

J^ydx 

zu entwickeln, bilde man es zuerst in 1 - — - um und hat 

' J y 

nun nach dem ersten Satze in 288 folgende Rechnung. Es ist 
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7 y =D,[{Ax + B)y] + - 

nach AusfälinLiig der Differentiation und Beseitigung der Brüche 

die Yergleichung der Goefficienten gibt 

a = 2aA 

m 

2b = 3bÄ + aB 
c = cA + bB+C 
und daraus berechnet sich 

.1 7?_* ^_ac — 6« 



2 ' 2a' 2a 

Mithin ist 
(31) ./,&=!i±^, + H^/^. . 

Ein anderes Verfahren geht darauf hinaus^ das Integral 
fydx auf ein Int^ral von der in 2) behandelten Form zu- 
rückzuführen; man findet nämlich durch partielle Integration 

ydx = xy —J ^ dx ; 

nun ist aber 

x(ax + 6) = aa^ -\- bx = y^ — (bx + c) , 
daher weiter 

jydx = xy—jydx+j ^ ^y^ ^ , 

also 

+ c)dx 



fydx^'^i+ß^ 



y 

4) Die in 288 zur Berechnung des Integrals 

dx 



h 



(x — %)y 

vorgeführte Methode, welche darin besteht, das Trinom 
y* = aa^ + 2bx + c nach Potenzen von x — «zu entwickeln 

und dann « - X = I zu substituiren, kann auch dann ange- 

wandt werden, wenn x eine Wurzel jenes Trinoms, also c'^^ax^ 
+ 2bx + c = ist; es ergibt sich dann 

Csuber, Vorleflungen. II. 6 
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oa:* + 2&a; + c = a'(« — *)* + 26'(« — «) 
und 

schliesslich sind im Resultate noch a'y h'j t durch ihre Werte 
zu ersetzen. 

Hiemach ergeben sich folgende Integralformeln: 

[x+l) 






+ 1) _ (a, + 1)« 



— /vff=f — 1^^ + «'— mi+ «- 



<*(« + 1) 



+ i)y(« + 1)' - a(« + 1) 



J (« + 1) V<?=ö[ J(<B 

Jl/l— 2t ' ras + l 

y dx ^_ r — d(l — X) 

(1 - «) VT^=^» J (1 - a;)V2(l-a;)-(l — «)• 



d(a:— 1) 



(aj — l)>^(a:-- !)• + %{x — 1) 



— /%iL. = -yr+Y<+c=-i/^ + c. 

5) Zur Bestimmung des Integrals 

/[ dx 
(1 + Bxyyi — «» 

hat man, wenn {«l^l, zufolge des zweiten Satzes in 288 
den Ansatz 



(1 + «a;)*yT^ a?« ' 1 + bx (1 + Bx)yx — ä»' 

nach AusfCLhrung der Differentiation und Entfernung der Nenner 
ergeben sich zur Bestimmung von J., JB die Gleichungen 



woraus 



Zweiter Abschnitt. Unbestimmte Integrale. 6? 

= Be — A 
1= B —As, 



1 — a*' 1 — 6» 

Daher ist zunächst 

dx 



/ da ^ syi—x* . 1 f 

(1 + sxyyi — x^ ~ (1 — «"Xi + 6Ä?) 1 — fV (i;+ e^yT"-^^ 

In dem noch übrigen Integrale setze man 

1 _ a;2 = «(1 -I- axy+ 2/3(1 + c^r) + y; 
daraus entspringen die Gleichungen 

— 1 = £^a 

0= a + /J 

1= cc + 2ß + y 
und diese ergeben 

1 ^ 1 6'-i 

so dass mit der Substitution 1 -|- f rr = -r 

/• dx ^ r dt 

J (1 + 6xyyi — x^ ~ J V(a« — l)e«+2t— 1 

hervorgeht. 

Mithin hat man 



dx 

(i + exyyi — x* 



^ g^l— a;' 1__ r dt 

~(1 — fi»)(l + «a:) l — e*J ^ (a« — l)«« + 2< — 1 

Der Wert des Grundintegrals hängt nun davon ab, ob s* 
grosser oder kleiner als 1 ist. Nach den Formdn (27) und 
(29) ist schliesslich 

J (1 + EX)* yi—x* 
«•—iL i + sx * y«« — 1 i + «Ä J' ' 

5* 
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für £* < 1 C dx 



S; 



1 fal^l — 05* 1 « + a?"l I ^ 

= -^ , arccos — = — M" ^ • 

1 — fi'L i + Bx l/T^e* l + caJ 

In dem unerledigt gebliebenen Falle £^«s 1^ wo also der 
unter dem Integralzeichen yor der Wurzel stehende Factor 
(1 + X) auch unter der Wurzel erscheint , führt der folgende 
Ansatz zum Ziele: Es sind ^4; j5 so bestimmbar, dass 



(1 + «)'vi — X* ' (1 + «)' (1 + »)yi — «* ' 

denn nach vollzogener Differentiation und Beseitigong der 
Nenner hat man 

1 + a: = (^ + B)x* + (2jB — ^)a: + JB — 2 J. 

und daraus folgen die Gleichungen 

0= A + B 

\==2B — A 

1= B — 2A, 

deren jede eine Folge der beiden andern ist; man berechnet 

daraus 

A L B-J. 

^— 8' ^— 8 

und hat nun mit Benützung der Formeln des vorigen Beispiels 



/ 



dx |/1 — a;* 



(l+a;)«yi— Ä« 3(1 +a;)« 

. 1 r dx^ 2+a; -i/i — ^ _\ n 

sj (l+a;)l/i^^' ~ 8(l+a;)''^l+a; 
Auf demselben Wege findet man 

/dx 2 — X -y/X -{- X , ^ 

(1— rc)*")/!— a;* ~ 8(1— ä) ^^ 1 — a? 

241. Eine weitere Form von Integralen irrationaler Func- 
tionen ist 

(32) ff(x, y, g)dx, 

WO f eine rationale Function der Argumente x^ y, z anzeigt und 

(33) y^=.ax + h ,^==a'x + b' (^^y) 
ist. 
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Man fQlirt an Stelle von x eine der Grössen y, je? als In- 
tegrationsyariable ein; wird y hiefär gewählt^ so ist 



a ' ■ a ' a ^ ' a 



und 



Hiermit erscheint das Integral auf den in 287 und den folgen- 
den Artikeln erledigten Fall zurückgeflüirt, da es sich jetzt 
um eine quadratische Irrationalität, bezogen auf eine ganze 
Function zweiten Grades, handelt. 
Beispiel, Das Integral 



fv^ 



X dx 



X X 

kann ohne Einführung einer neuen Yariabeln, nämlich durch 
die Umgestaltung 

^ / *(! — x)dx 

J x^xi). — x) 

auf die früher behandelte Form gebracht werden*, die weitere 
Berechnung hätte nach den Formeln 288, (22) und 240, 1) zu 
geschehen. 

Wendet man hingegen die Substitution 

an, so wird 



/V/ 1 — 0? dx ^^ r y*dy 

J Y X X J (y«_ 1)1/1 _y« 



dy 



1)1/1 ~y*' 

das erste Integral rechts führt zu der Function aresin y, das 
zweite zerfallt durch Zerlegung der gebrochenen Function 

,_^ in Partialbrüche in zwei Integrale, deren Werte aus 

240, 4) entnommen werden können; es ist immlich 

^ i/M^ I iA^ ^y 
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Demnach ist schliesslich 

jy^ ^ = 2arc8mVr=^ - 2 y^ + C. 

242. Eine häufig Yorkommende Gattung von Integralen 
bilden die Integrale der binomischen IHfferentialausdrücke. Man 
yersteht hierunter Integrale von der typischen Form 

(34) faf" {ax-^ + fe)P (fe , 

worin m, n, p rationale Zahlen bedeuten. 

Einen neuen Fall bietet dies nur dann dor^ wenn p keine 
ganze Zahl ist. Denn wären neben p auch m, n ganze Zahltti, 
so hätte man es mit einer rationalen Function zu thun, und 
wären ni, n gebrochene Zahlen, so würde es sich um die in 
285 behandelte monomische Irrationalität handeln. 

Dagegen können m, n als ganze Zahlen Torausgesetzt 
werden. Wären sie es nicht, wären es vielmehr Brüche mit 
dem kleinsten gemeinsamen Nenner q, so dass 

w' n 

m = — , n = ~7 

q ^ q 

so führte die Substitution 

das Differential x^(ax^ + hydx über in 

und dies ist wieder ein binomisches Differential, in welchem 
die Exponenten m' + g — 1, w' ganze Zahlen sind. 

Wir setzen daher im Folgenden m, n als ganze Zahlen, 
p dagegen als einen Bruch 

p = — 

-^ r 

voraus. 

Es gibt zwei Fälle, in welchen das binomische Differential 
sich in ein rationales Differential umwandeln und daher mittels 
der elementaren Functionen in endlicher Form integriren läest. 

Setzt man nämlich x^ = y, so wird 

Jar(ax- + lydx = ^Jy " \ay + by>dy 
und ist 
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(A) ^ "^ eine ganze ZcM, 

so bezieht sich die Irrationalität einzig und allein auf das 
lineare Binom ay -{-h und kann nach 285^ 2) beseitigt werden 
durch die Substitution 

d. h. das ursprüngliche Integral wird durch die Substitution 

(a) amf" + h = lr 

auf das Integral einer rationalen Function gebracht. 
Es ergibt sich femer durch blosse Umformung 

y - {ay + Vfdy =/y » ^^ (^fdy, 

und ist 

(B) — ^ 1" P ^we ganze Zahl, 

so bezieht sich in dem letzten Integrale die Irrationalität nur 
mehr auf die linear gebrochene Function ^^ "^ und kann 
nach 285y 3) entfernt werden durch die Substitution 

y ' 

d. h. das ursprüngliche Integral wird durch die Substitution 

(b) a + hx-"" = lr 

in das Integral einer rationalen Function verwandelt. 

Bemerkenswert ist^ dass die Integrabilitätsbedingung (A) 
yon dem gebrochenen Exponenten p nicht abhängt. 

Beispiele, 1) Das Integral 

x^dx 



/, 



3-4-1 

erfüllt die Bedingung (A), weil ^ eine ganze Zahl ist. 

Man setze daher 

1 + a;« = ^% 

findet daraus 

a;* = ^«— 1, a;da; = ^d<, T'dx = t{fi — l)dt 
und 

/?f^ =/(^ - ^^'^^ = ^ - * +-^= ^ 1^^+^* + ^- 
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2) In dem Integrale 



A 



x^dx 



yi + a?« 
ist die Bedingung (A) nicht, wohl aber die Bedingung (B) 

erfÖllt, weil —^ y = als ganze Zahl aufzufassen ist. 

Man forme daher das Integral zuerst in 



/ ' x^dx _ r x~^dx 
X* Yx-^ + 1 J Vx-^^ + 1 



um und setze dann 

daraus folgt 

a;-8 = ^8_l, —4x-^dx=^tdt, x-^dx = — *"** 



4(««^ 1) ; 

somit ist 

/ ' x^d x J_ r dt 

Man bemerke übrigens, dass das vorgelegte Integral auch 
durch die Substitution xl*" = z auf die Formel 289, (26) hätte 
zurückgeführt werden können. 

248. Wenn einer der Exponenten m, p oder beide Zahlen 
von einigermaassen grossem Betrage sind, so empfiehlt sich 
die Beduction des Integrals (34) auf Integrale derselben Form 
aber dem Betrage nach kleineren Exponenten m, p. Diesen 
Vorgang wird man im Allgemeinen auch dann befolgen, wenn 
eine der Integrabilitätsbedingungen (A), (B) erfüllt ist, weil 
die unmittelbare Herstellung der rationalen Form auf be- 
schwerliche Rechnungen führen würde. Die BeducHonsformeln, 
welche allen Bedürfiiissen genügen, sind nachstehend abgeleitet. 

1) Durch partielle Integration mit der Zerlegung 

u = (aar" + 6)^, dv = af^dx 
ergibt sich 

(I) I x'^iax'' -^by^dx 
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Kehrt man die Formel um und erhöht gleichzeitig jp um 
1, yermindert m um n, ao kommt 

2) Wird unter dem Integrale auf der rechten Seite von 
(I) af*+* = '-af*{ax^ + ^) ^ gesetzt, so zerfallt dieses 

Integral in die Differenz zweier, deren eines mit dem links- 
seitigen übereinstimmt, und durch entsprechende Zusanunen- 
ziehxmg erhält man 

(ni) fof^ia^ + iyäa^^ '^l'tUi^ 

+ mV'ny + i /'^("^ + *>'"'''* (m + nj) + 1 ^ 0) . 

Die Umkehrung dieser Formel bei gleichzeitiger Erhöhung 
von p um 1 liefert 

(IV) f^iax- + bydx = - '^"^l'y^t)^ ""' 

3) Zerlegt man in dem Integrale auf der rechten Seite 
von (II) (ao?" + by'^^ in die Factoren (aa;* + hy(ax'' + ^); 
so lost sich dieses Integral in die Sunmie zweier auf, wovon 
eines mit dem linksseitigen übereinstimmt; durch Zusammen- 
ziehxmg dieser Glieder ergibt sich 

(V) J af^iax^ + iydx= (,+^,^J yf- 

-|t^Jt^/^"''(«^" + ^>'^^ (m + np + 1^0). 

Aus der ümkehrung dieser Formel bei gleichzeitiger Er- 
höhung vom m um n resultirt schliesslich 

(VI) fxT'iax' + hydx -= - ^'Iritb^^' 
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Die Formeln (I), (11) ändern m xmd p gleichzeitig, (III), 
(IV) ändern nur p, (V), (VI) nur m; die Änderung von m 
beträgt jedesmal iw, die von p jedesmal +1. 

In allen Fällen, wo die Formeln unwirksam werden, ist 
eine der Integrabilitätsbedingungen erfüllt und kann das Integral 
auf das einer rationalen Function zurückgefQlirt werden. So 
ist beispielsweise bei (III) und (V), wenn m + w|? + 1 = 0, 

— "^ 1- p eine ganze Zahl (0) und daher die Bedingung (B) 

erfallt. 

244. Beispiele. 1) Auf das Integral 

dx 



/; 



(1 + x^i 

wird jene Formel anzuwenden sein, welche den Exponenten 
2 



2> = — — erhöht, jenen w = aber ungeändert lässt, also 



die Formel (IV); da »(p + 1) • 6 = 2 • (— 1-+ l) • 1 = — 1 

undm + n(y+l) + l = 0+2.(— y+ l) + l=0 ist, so 
hat man ohne weitere Integration 

dx X \ ri 

= +0. 



/i 



2) Das Integral 

erfüllt die Integrabilitätsbedingqng (B). Um es zu reduciren, 
wird man unter den Formeln diejenige aufsuchen, welche 

fn = 2(i herabmindert und jp = — ungeändert lässt; es ist 

die Formel (V), und ihre wiederholte Anwendung gibt nach 
und nach 

^f^ = 2il 1- "2^ ^^"« 

aj2^-«yi— aj« , 2^ — 8 

M2^_2 = ^z-zr^ f- 2^-2 ***^-* 



xVl — X* . 1 

^ = - -^ — + Y «o; 



(35) 
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multiplicirt man diese Qleichungen der Reihe nach mit 

2ft— 1 (2ft — l)(2ft — 3) (2jit— l)(2fi — 8) • • • 3 

^ 2^ ' 2^(2/1* — 2) '*" 2ft(2|i* — 2) • . . 4 

und bildet die Summe^ so kommt man mit Bücksicht darauf, 
dass Uq ^= aresin x ist, zn der Schlnssformel 

J yi — x* 2fi L 2(4—2 

, (8>*-l)(2(4-8) .^_5 _, ^ (2(>-l)(2ft-8)--8 -1 

~ (2/t — 2)(2|»— 4) ' ~ (2f» — 2)(2;t — 4). -2 J 

(2>>-l)(2>>-3)-l . , ^ 

T^ a,»(2,*-2)..2 "<»»»a;-t-o. 
Durch den gleichen Vorgang ergibt sich die Formel 

/y^^+^_ _>5^^r^^ _2^ ^,_, 

J l/T^rc* 2^ + 1 L 2f* — 1 

2ft(2fi-^2) o^_^ . 2ft(2^-2)...4 p 

'"(2fA— l)(2fi— 8)*^ ' ' (2|ii — l)(2fi— 3) •• 3 

2ft(2ft-2)..-2 " I ^ 
■'" (2^ — l)(2|ii — 8) . . . ij t- '^ • 

Bemerkenswert ist, dass im ersten Falle die Integration 
zu einer transcendenten, im zweiten zu einer algebraischen 
Function führt. 

3) Das Integral 

dx 



(36) 



«»/. 



-/: 



a^f'yr^x^ 



wird durch Erhöhung des Exponenten m = — 2^ bei unge- 
ändertem j? = — y , also mittels der Formel (VI) zu redu- 
ciren sein; wiederholte Anwendung derselben gibt 



yT— ag* , 2ft ~ 2 

(2f4 — 1)0;*''""^ 2^—1 






yi — a?* , 2ft — 4 

(2ft— 8)ap*^-^ ' 2j* — 8 






Vi-^\ 



'« « 



multiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit 
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. 2(u> — 2 (2ft — 2)(2iit — 4) • • • 2 

' 2|ii— l'*" (2|ii — 1)(2^ — 3) • 3 

SO gibt darauffolgende Addition 



(37) 



/ äx ^ _ yi— a?* r 1 , 2fi — 2 



a^^l/n=r^ 2fi — 1 U^-"-^ 2fi — 3 a:*'*-» 

(2ft-2)(2fi-4) 1 . (2ft-2)(2ft--4)...2 l1 ^ 

"■ (2fi— 8)(2fi — 6)ic*'"-* (2|^ — 8)(2|^ — 6). -1 a:J 

/» da; 
a^ ■ 1 /— : zu be- 

handeln; das End-Integral^ zu welchem man gelangt, ist 
(288, 289) 

/ ' dx ^ _ r dt ^ , 1 — yi — a;\ 

die endgiltige Formel lautet 

/ dx __ yi — a;* r 1 , 2fi — 1 1^ 

a^-^+^yir^V*"" 2^ La;*'""'"2ft-2a?*'*-^ 

/33nJ I (2fi-l)(2fi-8) 1 ^ (2ft-l)(2ft-3)...3 l1 

(2fi-i)(2fi-3)-..i ^ i-yriT^ ^ 

2ft(2|ii--2)- . -2 * a; 

§ 3. Integration transcendenter Functionen. 

245. Es gibt nur eine sehr beschrankte Anzahl von 
Formen transcendenter Differentiale, bei welchen die Integra- 
tion mit Hilfe der elementaren Functionen in geschlossener 
Darstellung möglich ist. Wo diese Möglichkeit aufhört, ge- 
lingt es mitunter, die Integration bis zu gewissen Grund- 
integralen zu führen, welche dann als neue transcendente 
Functionen höherer Ordnung zu den elementaren Transcen- 
denten hinzutreten. 

Bei der Mannigfaltigkeit der Gombinationen, in welchen 
diese letzteren untereinander und mit algebraischen Functionen 
sich verbinden können, lassen sich allgemeine Methoden f&r 
die Behandlung solcher Integrale nicht angeben; der einzu- 
schlagende Vorgang hängt von der besonderen Gestalt des zu 
integrirenden Differentials ab. 



/' 
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Läset dieses durch Transformation der Variabeln sich in 
ein algebraisches Differential verwandeln, so ist die Aufgabe 
auf eine bereits behandelte zurückgeführt. Nicht immer ist 
es jedoch yortheilhaft, die Integration an diesem algebraischen 
Differential zu vollziehen, um dann wieder zu der ursprüng- 
lichen Variabeln zurückzukehren; die Umwandlung erfüllt mit- 
unter nur den Zweck, um über die Möglichkeit einer elemen- 
taren Integration entscheiden zu können. 

Es gibt einen allgemeinen Fall, wo ein Integral mit 
transcendentem Differential sich durch partielle Integration auf 
ein solches mit algebraischem Differential reduciren lässt. Ist 
nämlich q>{x) eine alg^aische Function, deren Integral Q^{x) 
auch algebraisch ist, und ^{x) eine transcendente Function, deren 
Differential algebraisch ist, so gibt 

(p(x)ilf(x)dx 

bei partieller Integration mit der Zerlegung 

u = il;{x), dv =^ ip(x)dx 

(1) f<p(x)ilf(x)dx= 0{x)tlf(x) — rO{x)tl;\x)dx, 

tmd ist somit das linksstehende Integral mit transcendentem 
Differential auf das rechtsstehende, welches auf eine algebraische 
Function sich bezieht, zurückgeführt. 

Der besprochene Fall tritt beispielsweise ein, wenn ^(x) 
eine rationale ganze Function und 

if (x) = Z. ^ (x) , aresin is (x) , arctg ^ (x) , 

wobei car(a?) eine algebraische Function ist; denn dann ist 
sowohl 0(x) wie auch 

üi{x) |/i — ö(a:)* 1 + aixy 

eine algebraische Function. 
Beispiele. 1) Es ist 

t/ n-J-l n + lt/yi + a;* 

das rechtsstehende Integral bezieht sich auf ein binomisches 
Differential, das bei ganzzahligem n immer integrabel ist. 
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2) Zu einem analogen Resultate führt 

I x^ arcsin xdx^^ arcsm x I . .- : 

J n + 1 n + lJ yr^ x" 

insbesondere ist (222^ 2)) 

X arcsm xdx = — arcsin x i . — - 

2 2*7 1/1 — a;" 

/M . ■ . ■ - ■ ■ %X^ — ■ 1 

== -j-yl — «* H 7 — arcsin 35 + G. 

3) Durch die Formel 

Ja?'arc<¥fa:da; = ^^^arctga;-^^:p-^j -p:p^ 

ist das linksstehende Integral bei rationalem n auf das einer 
algebraischen stets integrirbaren Function^ bei ganzem posi- 
tiven n insbesondere auf die Form 288^ 3) zurückgeführt. 

246. Über die Functionen <p(x) und ^(o?) seien die näm- 
lichen Voraussetzungen gemacht wie vorhin; auf das Integral 

J(p(x)^(xydx («>0) 

die partielle Integration mit der Zerlegung u =» ^(^)*y 
dv "*s fp{x)dx angewendet erhalt man 

(2) Cfp{x)'^{xYdx= 0{x)tlf{xy — nro{x)tXx)t(xy-^dx] 

auf das neue Integral kann dasselbe Verfahren aber nur dann 
angewendet werden , wenn auch die algebraische Function 
0{x)i>\x) ein algebraisches Integral gibt. 
Bei dem Integrale 



/; 



^(''^ dx (n>0) 



hätte man^ um eine Reduction zu erzielen, die partielle In- 

te&ration mit der Zerlecnini; u = ^^ , dv = -^-^ — auszu- 
füLn; dies gibt *'(*> ^^^^ 

($) fl^(lx = yW I L_ Cd yCa:) dx . 

J «(a!)" (n - iWix) ^{x)"-' ^n-lj ' ^-{x) 0^(0!)"-^ ' 

eine weitere Herabminderung des Exponenten der transcen- 
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denten Fonctioii kann nach demselben Verfahren, mit Hilfe 

der Zerleflninir u = — ^^ , dv — ^^ ^, , erfohren. 

Beispiele, 1) Der durch die Formel (2) ausgedrückie 

Vorgang lässt sich auf das Integral j oc^(]„xYdx anwenden; 
es ist nämlich 

Jie-{1. x)'dx - ^ (l xY - -;j_ ^Jaf {l. xy-^dx 

und die Formel bei n > eine wirkliche BeductionsformeL 
Ebenso ergibt sich fOr 

/aresin" xdx =^ x aresin" x ^-n § , arcsin^^^ajdoj, 

wenn man auf das rechtsstehende Integral denselben Vorgang 
nochmals anwendet, wodurch * 

X 



A 



ajTCsin^^^xdx 



Vi — «" 
^ — yi — a?^ aresin* ~^a; 4" (^ — 1) f arcsin"~*a?da; 

erhalten wird, die Reductionsformel 

/arcsin*'irda; 

= X arcsin^oj + »y 1 — x^ arcsin*"~^a: — n(n — 1)/ aresin""" ^icdta:. 
2) Auf Grund der Formel (3) ist 

/ 'aT'dx ^ _ oT'^^ . w + 1 r af^dx , < _ 1^ 

(lx)'*~ (n—DClx)'"-^^ n—lJ a.xY"-^ ^^> ^' 



{l xT (n — 1)(Z. xy-'' ■ n — It/ (Z. xy 

und diese Formel fCÜirt nach wiederholter Anwendung schliess- 
lich auf das Integral 



/ 



das durch die Substitution 2:^+1 = auf das Integral 

znrückgefQhrt wird, eine neue Transcendente, welche als In- 
tegraUogarith/nms bezeichnet wird. 



80 Zweiter Theil. Integral -Rechnung. 

Für m = — 1 und w > 1 hat man unmittelbar 

f^ — fiiccy-dix = - (^--"^""^^ + c 

und für w = — 1 und n = 1 

J xl. X J l.x ' 

Ebenso ergibt sich durch zweimalige Anwendung der 
Formel (3) die Reductionsformel 

/; 



dx yi — X* , x 



TJ^ + 



arcsin^o; (n — l)arc8in" ^x (n — l)(n — 2) aresin* ^x 

1 r dx 

{n — l)(n — 2)J arcßin""~*a;' 

durch deren wiederholten Gebrauch man, weil sie nur bis 
n = 3 zulässig ist, schliesslich zu einem der Integrale 



/* dx r dx 

aresin o:' J aresin'« 



gelangt; das erste verwandelt sich durch die Substitution 

aresin rr = in 

eos zdg 



(6) / 



z 

das zweite gibt nach einmaliger Anwendung der Formel (3) 

dx 



/ dx yi — x* _ r X 
aresin* a; aresin o; t/ l/l — x* 



yi — x^ aresin x 

und das noch erübrigende Integral geht nach derselben Sub- 
stitution über in 

sin z dz 



(6) / 



z 



Die Integrale (5) und (6) stellen neue transcendente Func- 
tionen dar^ die als IntegralcosintiSf beziehungsweise IrUegral- 
sinMS bezeichnet werden. 

247. Ist f das Zeichen für eine algebraische Function 
des nachfolgenden Argumentes, so wird das Integral 



ff{€^')dx 
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durch die Substitution c** = ^, aus welcher dx = -^ ent- 

springt^ in das Integral einer algebraischen Function umge- 
wandelt^ es ist nämlich 

(7) fn'^')dx^^fm^. 

Das vorgelegte Integral lässt sich also in endlicher Form dar- 
stellen^ wenn f eine rationale Function bedeutet. 
Beispiele, 1) Man hat fQr a > 

/ ' a'dx ^ J_ r dt _ l {mt + n) i n ^ l(ma'+n) . ^ 
ma'-\'n l.at/mt-\-n ml.a ml.a 

2) Unter derselben Voraussetzung ist 

/ dx 1_ r dt ^ _2_ r dz 
Yma'+n laj tYmt + n l.aj z*-^n 

wenn mt-^-n^^s^ gesetzt wird; daher hat man schliesslich 
för n > 

/ dx ^ J_, e + y/n , p ^ 1 j Ymä' + n + Yn 
Vma' + n la g^y;^ ' l.a y^a"" + n — >^ 

fttr n<0 



/ 



^"^ ^ arctg-^+C 



= — 4=arctg>^S^ + C. 

348. Das Integral 

^f{x)e*dx, 

in welchem f{x) eine rationale Function bedeutet, zerfallt im 
Allgemeinen in zwei BestandtheUe, nänüich 

fG{x)^'dx, f^^^'dx, 

wobei G{x) die in f{x) enthaltene ganze Function und — j-^ den 

nach Ausscheidung derselben verbleibenden irreductibeln eöhten 
Bruch darstellt. 

Was den ersten Theil betrifft, so kann derselbe durch 
partielle Integration schliesslich auf das Ghnindintegral 

Osnber, VorlMungon. IL 6 
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I e^'dx = — 6** 

zurückgeführt werden; ist G{x) vom w-ten Grade, so hat man 
nach und nach 

fG{x) e^'dx = ^ G{x) ^' — ^ f^X^) ^'^^ 
J G\x) (^'dx = ^ G\x)&" — ^jG\x)^'dx 

fG^^-^^(x)^'dx = ^ G(^-^)^' — ^fG^-)(x)^'dx] 

daraus ergibt sich durch Elimination der Zwischenintegrale 
und mit Rücksicht darauf, dass G^^\x) eine Constante vorstellt^ 

j G{x)e''dx 

Bezüglich des zweiten Theiles sei folgendes bemerkt. Eine 
einfache reelle Wurzel a von (p{x) liefert einen Partialbruch 

und zu dem Integrale den Bestandtheil 



X — a 






l z 
setzt man hierin x — a = ^- , so geht dies über in 

also in den Integrallogarithmus. — Eine m-fache reelle Wurzel 
a des Nenners fpix) führt einen Partialbruch —- herbei, 

dessen Zahler eine ganze Function (m — l)-ten Gh^des ist, 
und daraus entsteht für das Integral der Bestandtheil ^ 



J (X — 



(X — a)"" ' 



es lässt sich aber eine ganze Function Pi(x) m — 2 -tan Grades 
und eine Constante Ä derart bestimmen, dass 



(x—a) 



m 



Ux — o)*»-^ / x — a 
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wird; denn nach Ausführung der Differentiation und Beseiti- 
gung der Nenner heisst die Gleichung 

iP(xy^ { P,\x) + TcP.ix)] {x-a)-(m- l)P,(x) 

und gibt durch Vergleichung der beiderseitigen Goefficienten 
die gerade nothwendigen m Gleichungen zur Ermittlung der 
m — 1 Coefficienten in Pj (x) und von Ä. Auf Grund jener 
Zerlegung aber ist 

(10) r-^M_ ^x^a^ = ^^^^2 1 ^' + Ä f-^ e^' 

und das rechts verbleibende Integral führt wieder auf den In- 
tegrallogarithmus. 

Beispiel. Für das Integral 

x»+ 1 



/ 



^'dx 



X" 

hat man die Zerlegung 

und zar Beetimmnng der Coefficienten die Oleichung 

«» + 1 = {2Ax -\-B-\- Aa? +Bx + C)x 
— 3{Äx* + Bx-\-C)-\- Ba^; 

daraus ergibt sich durch Vergleichung beider Seiten 

hiemach ist 

I , ^dx = J B ^ + -^ / -xr^^- 

J x* 6a;' ' ^ J X 

249. Das Integral 

rf(l.x)dx, 

in welchem f das Zeichen für eine rationale Function sein 
soll, geht durch die Substitution l.x =^ t in das Integral des 
vorigen Artikels über, indem 

(11) ff{l x)dx =ff{{)e*dt 

wird. 

6* 
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Das Integral 

ff{x) l, X dx 

zerfallt, ähnlich wie es dort geschah^ in die beiden Integrale 

I G(x)lxdx, I -j^Lxdx, 

deren erstes durch das in 246 besprochene Verfahren der par- 
tiellen Integration sogleich auf ein algebraisches sich zurttck- 
führen lässt, indem 

(12) f(^(x) l,xdx = G, (x) l X —f^^ dx ; 

dabei bedeutet Gi{x) das Integral von G(x). — In dem zweiten 
Theile ergibt eine ein£EU$he reelle Wurzel a von q>(x) den Be- 
standtheil 

Ä 
durch die Substitution x — a = ae verwandelt sich dies in 

und das verbleibende Integral ist nicht durch elementare 
Functionen darstellbar. Eine mehrfache reelle Wurzel a gibt 
Bestandtheile von der Gestalt 

dXy 



l I — ^ — dx : 



'J^~ 



die sich durch das Verfahren von 246 auf algebraische Inte- 
grale zurückführen lassen, indem für in > 1 

(13) C-^dx L^__+_i_ C ^^ 

Beispiele, 1) Auf Grund von (12) ist 

(ax^ + 26a? '\- c)l,x dx 

2) Mit Benützung von (13) erhält man 

— ^^ l, X dx 



ß 



/■ 



/^'^ j I /*^-^j 9a;* + 1 3a;*+l, , ^ 
-^ da? -f I —^dx = ^ T-i— l.x 4- C. 



Zweiter Abschnitt. Unbestimmte Integrale. 85 

250. Das Integral einer rationalen Function von 

sina;, cosa:, ^g^, cotga:, . . . 

lässt sich immer auf das Integral einer rationalen algebraischen 
Function zurückfahren; die dazu dienliche Substitution richtet 
sich nach den unter dem Integralzeichen auftretenden trigono- 
metrischen Functionen und nach der Art ihres Vorkommens. 
Einige Fälle dieser Art sind im Nachstehenden dargestellt, 
a) Eine immer zum Ziele führende Substitution ist 

(14) tg-f = <; 

denn daraus folgt 

cosa: = cos* y — sm'y = cos>y(l — tg'yj = j-j-^, 

sma; = 2siny cosy = 2cos^-2- tg y — j-^ 

, 2dt 

so dass aUe Bestandtheüe rational in t ausgedrückt sind Hier- 
nach ist also 

(14) jfi^mx, co8X,...)dx = 2jf{jj-^y 1^,...).^, 

und wenn f die Charakteristik für eine rationale Function ist, 
so bezieht sich die rechts vorgeschriebene Int^ration auf ein 
rationales algebraisches Differential. 
Beispide. 1) Es ist 

J sinrc e/ * o 2 ' ' 

f -*- - ^ 



J cos« 



-f- . 

dx 



/ dx ^ 1^ /•_ 
a cos d? -|- & sin o; }/a" + h^J si 



sin 6 cos X -\- cos 6 sin o; 
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wenn 6 aus den Gleichungen 

— • = sm 9, ,- = cos 

bestimmt wird. 

2) Es ist 

/l dce c> /* ^ 
OC08X+ bsmx + c~ J ä(l— t*) + 26t+c(l + «*) 

und die weitere Entwicklung hängt von a^ &, c ab (227^ 1) 
oder 280, (14)). 

b) Hat das Integral, unter f immer eine rationale Func- 
tion verstanden, eine der Formen 

rf(sin^x, G08x)Bmxdx^ j f(Bmx, cos* a?) cos a; da;, 

so ist es einfacher, im ersten Falle cosa; = t, im zweiten Falle 
sino; =» u zu setzen, indem dann 

(15) j f{BVD?x, QOBx)Bmxdx = — jf{\ — fy t)dt 

(IG) f f{^i^ ^? C08*ic) cos xdx= ff{^} 1 — w^) du 

wird. 

Beispiel. 3) So ist 

/^isLxdx r dt \ P d 

acoB^x + bsm*x ^^J at" + 6(1 — O b I o 



U^' 



also für — v — > 





/* Binxdx 1 X /l/« — ^ \ I /-» 

oco8'a; + 6 8m'a: |/(a — 6)6 \' 6 / 



dagegen für — j^ — < 



1 — 1/ — £ — COS X 



/* ßinxdx 1 j V b 

a co8*aj + 6 sin"a5 2^(6 — a) 6 i l/^ — ^ 

c) Bei einem Integrale von der Form 

ff(tgx)dx 



coso; 
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ist es am einfachsten^ tgx =^ t zu setzen, indem dann 

(17) ffitex)dx==ffit):^, 

wird. 

/dx 
... führt 

diese Substitution auf das algebraische Integral 



/( 



dt , 

die Zerlegung der gebrochenen Function liefert 

1 a — bt j h^ 

woraus sich 



A 



(1 + t^l + bt) = -i^ l.(.a-\-ht)- ^^^,^^ ^^ ?• (1 + O 



a 



+ pfifft« arctg^ 
und schliesslich 



— r-A — = -TT-ri + -rxTi ?. (a cosa? + 6 sina;) 4- G 



smo; 
sin^^io; 



ergibt. 

Das vorliegende Integral lasst sich indessen auch mit 
Umgehung jeder Substitution ermitteln; es ist nämlich 

, /* dx r bGo%xdx 

J a + b tgx J a cos a; + b sii 

/( — a sin a; + & cos x)dx ^^ C sin 
a cos a; 4" fe sin X ' ^ acosa; + ^^in ä' 

multiplicirt man diese Gleichung mit h und addirt beiderseits 

A / COS 07 da; i . j j r j 

ar I 1— i— ^ — hinzu, so entsteht 

J a COS x + bsinx ' 

(a« + fe2)J_^^ = 6Z.(acosa; + b sinrc) + aa; + C, 

woraus für das Integral derselbe Ausdruck hervorgeht, wie 
er oben gefunden wurde. 

251. Das Integral einer rationalen ganzen Function von 
sina;, cosa;, tgrr, cotg^r, . . . löst sich in Int^prale von 
der Form 
(18) I sin^xcoa'^xdx 
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auf. Durch die Substitution sinx ^= t geht dies in das Integral 

n— 1 



/ 



^(1— fi) « dt 

eines binomischen Differentials über und könnte nach den in 
242 — 248 gegebenen Methoden behandelt werden. Aus dieser 
letzten Form erkennt man, dass das obige Integral bei be- 
liebigem m, n nur dann eine endliche Dai*stellung durch 
elementare Functionen zulässt, wenn 

n — 1 j m+l 1 m + l,n — 1 w + n 
__ oder -^ oder _n^ + -^- = -^^ 

eine ganze Zahl ist; sind m^ n ganze Zahlen, wie dies hier 
angenommen wird, so trifft mindestens eine dieser Bedingungen 
immer zu« 

Es ist indessen vortheilhafter, das Integral (18) in seiner 
ursprüngUchen Form zu bekssen und durch Reduction der 
Exponenten m, n auf möglichst kleine Beträge gewisse ein- 
fache Integralformen herbeizuführen. Hierzu dienen die nach- 
stehenden BeducHonsformdn, 

1) Partielle Integration mit der Zerlegung m == cos""~^a?, 
dv = sin*" X cos x dx ergibt 



■ « « -i sin*""^^« cos" ^x 

sm"*iccos"a;aa; = j-^ 

m+ 1 



a) /si 

n — 1 r ^ 

H jTi / sin'"+* a; cos"-* a; dx (w + 1 ^ 0) . 

Kehrt man die Formel um und ersetzt gleichzeitig m 
durch m — 2, w durch w + 2, so wird 

/TT\ /* • - - T sin"*~'^a; co8'*'^^a; 

(II) J Sil 



sin*"a;cos*a;dx = 



n+l 



+ ?:ri A^^"*""*^ cos*+«a:da; (n+ 1^0). 

2) Wird unter dem Integralzeichen rechts in (I) 

sin*"+*rc cos"-*a? = sin*"«; cos"~*a;(l — cos^rc) 

gesetzt, so löst sich das betreffende Integral in zwei Integrale 
auf, deren eines mit dem linksstehenden übereinstimmt; nach 
gehöriger VereinfEU^hung hat man 
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(DI) /si 



sin*"a; cos'^xdx = 



sin** ^"^a; cos" ^x 
m-\-n 



-|- ^ , i siii"*a; cos"~*a; da: (w» -f- w ^ 0) . 

Die XJmkehrang dieser Formel unter gleichzeitiger Er- 
höhung von n um 2 liefert 

(IV ) I 811 



sin'^ic coH^xdx = — 



n + l 



+ !!L±^iL? rsin-nrc cos^'+^a; da; (n + 1 ^ 0) . 

3) Wenn in dem Integrale auf der rechten Seite von (U) 
8in"»""*a; coB"+*a; durch sin"»""*«: co8"a;(l — sin^a;) ersetzt und 
sonst derselbe Vorgang beobachtet wird wie unter 2), so 
entsteht 



(V) ßi 



sin"*«; cos" a; da; = 



w-fn 



+ ^-^^— f ain'^^^x Gos^xdx (in-\-n^O), 



Die XJmkehrung dieser Formel bei Vermehrung von m um 
2 gibt schliesslich 



/TTT\ r • m . j 8m"»+^a; C08"+^a: 

(VI) J sin^a; cos*a; dx = -j^ 

_j. ^*+^-r 1 ginm+2^ cos"a; dx (m + 1 ^ 0) . 
Die Formeln (I) und (VI) verlieren ihre Anwendbarkeit 

/COB flu 
-T — dx durch 

(ni) oder (IV) (jenachdem n positiv oder negativ) auf eines 
der Integrale 

/dx rco9xdx r dx 

sin fls ' J sina; ' J %mx cos au 

gebracht werden. 

Die Formeln (11) und (IV) werden illusorisch für n = — 1 ; 

das entsprechende Integral I ^^ ^ ^ kann aber mittels (V) 
oder (VI) auf eines der Int^rale 
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dx 



/* dx r%mxdx r d 

cos Ä ' J COSX ^ J BUkX 



^ ^ cos X 

reducirt werden. 

Die Formeln (III) und (V) hören auf zu gelten fftr 

/sin ds j m cos X 
— ax, I dx sind aber 
co8"*ic t/ sin*« 

mittels (II), resp. (I) zurückfUhrbar auf eines der Integrale 

dx 



/\ r%mxdx rcoaxd 

' J cosic ' J sinrc 



Ausser auf die genannten können die Reductionsformeln 
nur noch auf die Endintegrale 

I sinxdxy I cos x dx 
hinleiten. 

Alle Endintegrale sind elementar, und obwohl ihre Werte 
im Vorangehenden schon angegeben sind oder aus vorhande- 
nen Formeln leicht abgeleitet werden können, sollen sie hier 
nochmals zusammengestellt werden: 

jdx^=Xy I sinxdx = — cosa:, j cosxdx ^^ sinx, 
Cdx , , X Cdx .. (n , x\ 



f. 



dx 7 , 

= l. tg X, 



sin X cos X 



Ccosxdx , . rsmxdx , 

I — -. = L sino;, I = — L 

J suix ' J cosrc 



COSiC, 



/■ 



, sin* X 

sm X cos xdx = 



2 



Man kann mitunter die Benützimg der Reductionsformeln 
umgehen, z. B. dann, wenn einer der Exponenten m, n eine 
positive ungerade Zahl ist, oder auch sonst anderweitige Ver- 
einfachungen eintreten lassen, wie dies aus den folgenden Bei- 
spielen zu entnehmen ist. 

Beispiele, 1) Mit Benützung der Formel (III) findet man 

/. M q -i sin'o; C08*a; i 2 | . ^ , 

sm*ic cow^xdx = = T y / sin^ QO^xdx 

sin* X cos* a; , 2 . « , ^ 
= 7 f- 35 sin^a? -f- C; 
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in anderer Weise: cos'rc ** (1 — sin*ir)co8a:, daher 

/ sin* X cos' dx = I sin* x cos xdx — / sin'a; cos x dx 

= y sin^ic — Y sin'^a; + C . 

2) Nach Formel (IV) ist 

f. /"^ , ^-^ 1-2^^^-=--^^ 2cotga: + C; 

^ sm'a;co8'x sin o; cos o; ' ^/ sin'a; sm oleosa; ® ' ' 

man kann aber auch folgenden Weg einschlagen: Es ist 
dx= (sin^a: + cos*a:)rfa;, daher 

-r-i r- = f — = — 1- I . - = iax — cotga; + C- 

sin' o; cos' o; J cos'a?^'^ sm'o? ^ ° ' 

3) Zur Reduction der Integrale j Bxxü^xdx, jcos^xdx 

(m, n > 0) ergeben sich aus (V), beziehungsweise (III), wenn 
man dort n *= 0, hier m = setzt, die Formeln 

/'. „ , 8in*"~^rc cos« , m — 1 /* • « « ■. 

1 / « j sm aj cos" x , n — 1/ «o-» 
I cos*a;aic = 1 I cos*~*a:aa;; 

in gleicher Weise erhält man durch Benützung von (VI) 
und (IV) 

/' dx cosrc j_ *'* — ^ r ^^ 

sm'^x ~ (w— l)sin'"-~^a; m — lj sin*""*« 

/dx sin a; , n — 2 /* dx 

w)8*a? (» — 1) cos*"~^a5 n — 1^/ cos*"~*a? 
Insbesondere ist beispielsweise 

/' . • , sin* x cos 0? , 2 /* . , 
surxdx = r 1- Y I sinxdx 

sin' jt; cos x 2 cos o; , ^ 
aber auch 

/ sin' xdx = 1 sin a; da; — 1 cos*a: sin x dx 

. cos'a; , ^ 
= — cosa; -\ g 1- C; 

femer 

/' dx cos X 1^ 1 /* da? cos Ä j^ 1 , , a? , ^ 
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252. Die Losung des Integrals (18) bei positiven ganzen 
tn, n, also auch die Integration einer rationalen ganzen Func- 
tion von sino; und coso; kann auch auf einem andern Wege 
erfolgen y welcher darauf sich gründet^ dass die Potenzen von 
sin X und cos x durch die Functionen der Vielfachen von x sich 
ausdrücken lassen. Diese Darstellung ergibt sich mittels der 
Formeln (108, (15)) 



sma: = 



COBX 



2» 
2 ' 



wenn man beiderseits zu einer positiven ganzen Potenz erhebt, 
rechts von der Binomialformel Gebrauch macht und die sym- 
metrisch angeordneten Glieder zusammenfasst, so erhält man 
mit Benützung eben derselben Formeln die folgenden Glei- 
chungen: 

Bin^p X = Jp_^ I cos 2jpa; — ( ^j cos {2p — 2)x 

, +[\^)co^2p-4)x-^-+(-l)p-^{^^Z^)cos2x 

sin*+»a; = -^^ J8in(2i)+ l)a; — (^* + ^)8iii(2i)-l)aj 
(20) j +(«i'+^)sin(2p-3>+... + (-l)p(%+^)8in*} 
cosa;*'' = ^ I cos 2px + ( ^j cos (2p — 2)x 

+ f/')co8(2j,-4> + ... + (/_fJco82aj+|C/)j 
cosS'+ia; = -^ lco8(2i) + l)a; + (^*+ *) C0B(2p — l)x 

Ist nun eine ganze Function von sinx, cosrr gegeben und 
entwickelt man alle Potenzen nach den Formeln (20), so ordnet 
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sich der ganze Ausdruck zu einem Aggregate von Gliedern, 
die von Goefficienten abgesehen eine der drei Formen 

sinArrsin^o;, cosila; cos^rr, smlxcoBfix 

aufweisen; dabei bedeuten ly ^ positive ganze Zahlen; die In- 
tegration fOhrt sich also zurück auf die Formeln 

/ sin Xx ainfixdx = Y I [.^ob(1 — ii)x — cos(Jl+ ^)a;] dx 

8in(X — it)x 8in(X -\~ fi)x 

2(X - y.) 2(1 + ^) 



(21) 



j COS Ix cos fixdx= Y f [cos(A — (i)x + cos(A+ ft)^?] dx 



Bin(X — fi)x _. 8in(X + f*)^ 



2(X~^) 



2(i + ^) 



/ sinAo; cosfc:r(2a: = y / [sin(A + fc)a; + sin(A — ii)x]dx 



C08(X + C)^ C08(X — (»)X 



2(X + ^) 2(X-^) 

Beispielsweise fElhrt dieser Vorgang zu folgenden Resultaten : 
1 sin^ic da? = -g- / (cos 4x — 4cos 2a? + 3) dx 
== i. (!^ _ 2sin 2a; + Sa;) + C 



I sin^xdx = Yß / (sin 5a; — 5sin3a; + lOsin a;)da; 



/■' 



sin*a; cos* a;rfa: 






coBÖa; , 6 cos So; 
+ - 



6 



S 



lOcos x) + C 



sin* 2a; dx 



1 / /p sin ^x 

= -g-J (1 — cos4a;)rfa; = y g^- + C 



258. Bedeutet f(x) eine rationale Function von Xy welche 
sieb in die ganze Function 0(x) und den irreductibeln echten 

Bruch —j-^ zerlegen lässt, so lösen sich dieser Zerlegung ge- 
mäss auch die Integrale 

(22) ffi^) sin X dx , ff(^) <^s X dx 
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in je zwei Integrale auf. Auf das erste lasst sich mit Erfolg 
partielle Integration anwenden in dem Sinne, dasa man 
u s» Gi{x)y dv =^ sinxdx, beziehungsweise ==coaxdx nimmt; 
man erhält so 

1/ G(x) sin xdx = — 6^(^) cos x -^ j 0'{x) cos x dx 
% G{x) cosic dx >= G(x)svax — / G\x) sin x dx ; 

wird auf das rechtsstehende Integral der ersten Oleichung die 
zweite Beductionsformel und umgekehrt angewendet, so er- 
geben sich 

/ 



(24) 



rG(x) sin xdx 
= — 6r(a;) cosa: + G'(x) sina; — rG"(x)sinxdx 

I G(x)coBxdx 
= 6r(a:)sina;+ G\x) cosx — j G"(x)cosxdXy 



Reductionsformeln, durch welche das linksstehende Integp*al 
auf ein solches derselben Art zurückgeführt wird, in welchem 
aber der Grad der ganzen Function um zwei Einheiten niedriger 
ist. Durch Benützung der Formeln (24) und (23) kann man 
diesen Grad schliesslich auf Null bringen und die Beduction 

bis zu den Grundintegralen f sin xdx, f cos xdx führen. 

Bei dem zweiten Theile der Integrale (22) liefert eine 
einfache reelle Wurzel a des Nenners q)(x) einen Bestandtheil, 
der vom Goefficienten abgesehen lautet 

/sin X n 1 • 1 • I C08 X j 
dx , beziehungsweise 1 dx ; 
X — a ' ö J X — a ' 

setzt man x — a = t, so wird 

Cbuix j iBbitdt , 1 coBtdt 

I _ dx = cos a I — 7 1- sin a I - 



f*coax , rcoBtdt /*8i 

I __ dx «= COS a I — sm a I - 



t 

Bint dt 



t 



d. h. beide Formen lassen sich durch den Integralsinus und 
den Integralcosinus darstellen. 
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Eine mehr£ache reelle Wurzel a von <jp (x) gibt Anlass zu 
Integralen der Form 

/»iaxdx PcoBxdx 

("^3^' beziehungsweise J (^H^«; 

wendet man auf diese partielle Int^ration an in der Weise, 

dx 

dass dv = gesetzt wird, so kommt 

(x^a) 

(25) /-coBxda:^ 1_ r ^xdx 

\J {x — af {n—l){x — af-^ n — lj (x — a)"""^ 

und nach nochmaliger Reduction der rechts verbleibenden In- 
tegrale 

/emxdx sin a; cos x 

{x — af ~ (n — l)(a? — a)*" * (n — l)(n — 2)(a; — a)*""' 



(26) 



{n-l)(n-2) 



/smxdx 



8 



/COS a? da: cos aj ^^ sin a: 

{X — a)" ~ (n ~ l)(a; ~ a)""^ (n— l)(n — 2)(a; — a)**-' 

1 /• cos a; da; 

~(n-l)(n~2)J (a;-ar-^* 

Durch Anwendung der Formeln (26) und (25) kommt man 
schliesslich zu den bereits besprochenen Integralen 

/sin X dx /*cos x dx 

X — a ' J X — a 

zurück, die eine endliche Darstellung nicht zulassen. 
Beispiel, um das Integral 



/ 



x*+ 1 , , 
' sm X dx 



a:'— 1 
zu bestimmen, zerlege man 

a;«-l~^ -h J^i- a;«-l"^^^^ ^ -T a: — 1 a; + 1 
und findet nun auf Orund des vorstehenden 
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sin X dx 

dx 



= — X* cos ic + 2a? sin a? + cos a; + 2 sin 1 1 

254. Bedeutet Cr(x) eine ganze Function von x und wendet 
man auf die beiden Integrale 

(27) J*0(x)€f"smbxdx, J*G(x)&"coBbxdx 

partielle Integration an mit u = G(x)€f"y also 

du=aQ(x)&"dx -f Q\x)€f'dXj 
80 ergibt sich 

/ G(x)^* mihxdx = — ■v-6r(a;)e*'co8 6a; 
+ y / 0(x)€f''G08bxdx -{- -T- f G\x)ff*'c>oBhxdx 
f G(x)&*'coB bxdx = -^ G{x)€f** sin hx 

— T / ö^(^)^'sin&a:rfa; — y 1 G\x)ef^*B\Tihxdx\ 

diese Gleichungen sind in Bezug auf die zu bestimmenden zwei 
Integrale (27) linear; löst man sie darnach auf, so erhält man 

faix)^'Bia hx dx = £«E.^^|^^ G(a;)^. 

+ gti^i j G'(x)&"'cosbxdx — ^tXft«/ G^'(*)«"sin6«rf« 
fGix)<f"i^bxdx = ««oBfr^^^+feBmftx ^^^^^, 

ä^ , , / G\x)ef''^(iosbxdx j^rp / 6r'(a;)e*'sin6a;da?. 

Fortgesetzte Anwendung dieser Formeln bringt die ganze 
Function schliesslich auf den Grad Null herab, so dass als 
Endintegrale y vom Goefficienten abgesehen^ 

Te** sin bx dx , yV* cos bx dx 

zum Vorschein kommen; die für dieselben geltenden Werte 
ergeben sich aber aus (28) selbst, wenn man G(a;) = l setzt; 
man findet nämlich 



(28) 
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e«* sin bxdx «= . , ., ef" + C 

So ergibt sicli beispielsweise aus der Anwendung der 
ersten Formel (28) und der beiden Formeln (29) 

xe^^smoxdx = ^ ^^ , ^^ ^ e*' 

, 2g5 eosftag — («* — b^fänbx -^ -^ ^ 
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Dritter Abschnitt. 
Einfache und mehrfache bestimmte Integrale. 

§ 1. Wertbestimmtuig mid SoMtstuig bestinmiter Integrale» 

255. Die Auswertung eines bestimmten Integrals gestaltet 

sicli dann am einfachsten, wenn die unbestimmte Inteffration in 

endlicher Form sich vollziehen lässt, d. h. wenn eine in dem 

Integrationsintervalle (a, h) stetige, durch einen geschlossenen 

analytischen Ausdruck dargestellte Function F(x) angegeben 

werden kann, deren Differentialquotient an jeder Stelle durch 

den Wert der zu integrirenden Function f(x) bestimmt ist; 

nach dem Hauptsätze der IntegrcH-Bechnung (219) ist nämlich 

in diesem Falle 

b 

(1) ff{x)dx~F{b)-F(a), 

a 

SO dass es also nur auf die Ausrechnung und Subtraction 
zweier besonderen Werte der Function F{x) ankonmit. 

Angesichts der imerschöpflichen Mannigfaltigkeit von For- 
men, welche die Function f{x) anzunehmen vermag, ist die 
Zahl der Falle, wo von diesem Verfahren Gebrauch gemacht 
werden kann, allerdings eine sehr kleine; die Anwendungen 
der Analysis auf Geometrie und Mechanik führen aber solche 
Fälle häufig genug herbei, und einige Integralformeln, welche 
auf diesem Wege abgeleitet werden können, treten sowohl in 
den Anwendungen wie in der weiteren Entwicklung der Theorie 
so oft auf, dass es sich empfiehlt, sie hier zusammenzustellen. 

Beispiele. 1) Für n > und beliebige a und 6 ist 



(2) f^>äx^[^][^ 



n+1 



a 
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dieselbe Formel gilt auch flir negative n mit Ausschluss von 
n SS — 1^ wenn a, h gleich bezeichnet sind. Insbesondere ist 
för n>0 



(3) 



n+l 



Der Fall n ^ — 1 fahrt, wenn a, b gleich bezeichnet 
sind, zu der Formel 



b 



a 

und zu der aUgemeineren 

» 

(5) C^^ll+±, 

a 

wenn a -^ a und a -{- & gleich bezeichnet sind (220, 1)). 
2) Aus den Grundformeln ergibt sich 

1 



(6) 



/rf?-{««*«^)l = T? 



durcli die Substitution x = at findet man allgemeiner 



(7) 



a 

/ ' dx ^ ^ f i^ l.Y^^^, 



3) Nach 222, 2) ist 



a 

(8) Jya* — x^dx = {yVa« — a:» + y »^csin-J j^ = ^- 



4) Wenn x > 0, so ist laut 289, (26) 

darnach ist beispielsweise 

dx 



/i 



,/r+?-'-(' + '^- 
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5) Unter der VoraiiBsetEimgy isoB w > und n ^ 0, sei 
der Weit des integiab 

1 

/ oc^(l — xYdx "= «r(m, n) 
zu bestimmen. Vor allem erkennt man auf Grand von 1), daas 

femer zeigt die Substitution x = 1 — t, dass 

1 



dass also die Yertauscbung der Exponenten m, n keine Ände- 
rung an dem Werte des Integrals hervorbringt. Schliess- 
lich ergibt partielle Integration mit der Zerlegpmg ti«B(l — x)*, 
dv = af^dx 



m 



^ ric«+i(l — xy-^dx 



Ist n eine ganee Zdhlj so gibt n- malige Anwendung 
dieser Formel 

nl 



(«i+l)(w + 2)...(m + w+l) 

Ebenso ist^ wemi tn eine goMe JZaM^ versioge Jf(fB, n) 

^\^} **) ** {n + l)(n + 2)...(n + w+l)' 
Sind m und n beides ganze Zahlen ^ so kommt 

(10) «^K") -= («71» + 1)1 - 



Hiemach ist beispielsweise 
1 



/' 



(1 - xfVidx - , /, , = ii=/>vTni 



Jx 



2 2 2 2 ^ 



Dritter Abschnitt, jjiwfifcfthe imd mehr&ehe beatiiBHLte Integrale. 101 

und 

1 





6) Nach den Grondformebi ist 

H n 

S 1 



(11) /sia^iZ^as IgosxI^ —1^ J coaa;(to = jsin«] *«=1, 
dagegen 

(12) /sina?rfic= |cosa?| —2, J cosirrfa; = |adna;| =0. 

7) DtDTck Anwendung des Satzes 217, 5) ergibt sich aus 
der Formel cos*rc + sin'rc — 1 



I coA^xdx + 1 sin'a?c7^ 






und SOS der Formel oos^o; — sin'rr »« cos 2x 



n 

8 



1 eo^^xdx — I tdn^xdx^^ f cos2irrfa? = Y / cosjEr(?jEr = 0; 



daraus folgt 



(13) 



/ C08*Ädrc«= 1 sin*a;da; = — • 



« 



Die Substitution ^ "» y — ^ ■^^fi»''; ^^^^ S'^^^ allgemein 
für jedes n > 



9t n_ 

s a 



(14) I cos"a; da; = / sin» a; rfrc . 

9) Nach Fomel 251, (19) ist (n als ganze Zahl ^2 vor- 
ausgesetzt) 
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T jrr 2 

sin"a? rf« — — I jj L + "^T" / Bm*-»a; (?a: 



s 



^ — / sin"~* 



—*xdx] 



ftlr n = 2|) gibt jp-mal wiederholte Anwendung dieser Beduo- 
tionsformel 



T 



(16) /'^•"ä— X-l»-~v''-'-^' T: 

fOr n »» 2|) -{- 1 erhalt man unter Berücksichtigung yon (11) 



T 



(16) /■m.>H-...- ,,;fg-l-;;.'... . 



Bemerkenswert ist die Transcendenz des Resultates im 
ersten und seine Rationalität im zweiten Falle. 

Mit Hilfe der Formeln (15) und (16) lasst sich die 

transcendente Zahl ^ zwischen beliebig enge rationale Grenzen 
einschliessen. In dem Intervalle fO, y) ^^ nämlich 

aiD^p—^x ^ sin*^a; ^ sin^^+^ic-, 

wobei das Gleichheitszeichen nur an den Grenzen des Interralls 
Geltung hat; daraus folgt (217, 6)), dass auch 

ff n n 

T s T 

/ sm^P-^xdx > 1 sin^^xdx > / sia^p'^^xdx , 
also 

2 . 4 ... (2p — 2) 1 . 8 » " (2p — 1) «_ 2 • 4 » - ' 2p 

8.6. .(2p — 1)^ 2. 4. ..2p 2 "^ 8 • 6 • • . (2p + 1)' 

woraus 

2 . 2 • 4 • • • (2p — 2) 2p N^ * x^ 2 • 2 • 4 • • . 2p • 2p 



1.8.8...(2p — l)(2p— 1)-^ 2 -^ 18.8 .(2p — l)(2p + l)» 

nun ist die obere Grenze 
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2-2-4-(2p — 2)2p 2-2 -^y -2^ 2 j? + 1 

1.83 ... (2jp — 1)(2|)— 1) 1 . 3 . ■ ■ (2j) — 1) (2j) + 1) 2p * 

daher weiter 

n 

1 -4- -L> ! > 1 

^^2p^ 2 . 2 . . . 2jp • 2p -^ 

1.3-.. (2jp--l)(2p + l) 

Daraus schliesst man; dass 

/17^ iL r 2 . 2 • . 2|? • 2|> 2-2.4-4 ■' 

K^^J Y *= ^^^ 1 . 3 ... (2p — l)(2p + 1)~1.3.8.6... ' 

Diese Darstellung yon y d^^ch ein conyergentes unend- 
liches Product (78; 4)) hat zuerst John Wallis^ und zwar 
Yor Erfindung der Infinitesimalrechnung^ gegeben; nach ihm 
heisst (17) die WäUis'sche Formd. 

9) Nach Formel 244; 3) ist 

(1^) /a'cos«/+6«sin«a: °°A{^*g(T*g^)}o ^2^ 

(a6>0). 

256. Wenn die unbestimmte Integration sich nicht aus- 
führen lasst; so muss zu andern Hilfsmitteln der Auswertung 
des Integrals gegriffen werden. Solche werden im weiteren 
Verlaufe zur Sprache gebracht werden. Häufig aber, nameni- 
lieh bei theoretischen Untersuchungen; handelt es sich um 
eine blosse Schätzimg des Integral wertes ; um seine Ein- 
sehliessung zwischen Grenzen. Die wichtigsten darauf bezüg- 
lichen Sätze werden in diesem und den beiden folgenden 
Artikeln entwickelt werden. 

Das nächstliegende Mittel zur Abschätzung des Wertes 
eines bestimmten Integrals bietet der in 217, 6) nachgewiesene 
SatZ; womach zwischen dem kleinsten und grossten Werte 
der Function f{x) eine Zahl /n üegt; derart; dass 

(19) ff(x)dx = (b — a)ii. 

a 

Bestimmt man demnach den kleinsten Wert m und den grossten 
Wert M von f{x) in (a, 6); so stellen (ft — (i)m und 
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(h — ä)M eine nntere und eine obere Ghi'enze t&r den Wert 
des Integrals dar. 

Ist f(x) stetig in (a^b), so lasst sich ein posttiyer eehter 
Bruch 9 so bestimmen, dass fc = f\a + 9(6 — a)] ist; be- 
zeichnet ferner F(x) eine stetige Function, welche f(x) als 
Di£ferentialquotienten ergibt^ so ist F(h) — F{a) eine zweite 
DarsteUung des Integralwertes und daher nach (19) 

F(h) - F(a) = (b~a)F(a+Q{b - a)); 

dies aber ist der Ausdruck für den Mittelwertsatz der Diffe* 
rantialrechntmg (87). 

Wie schon an der oben citirten Stelle erwähnt worden 
ist, nennt man die 2iahl /n den Mittelwert der Function f(x) 

in dem Interralle (a, b) in Bezug auf die 

Variable x. Drückt beispielsweise f(x) 

die Geschwindigkeit eines beweglichen 

Punktes zur Zeit x aus, so bedeutet (i die 

> mittlere Geschwindigkeit in dem Zeiträume 

(a, ft). Ist f(x) die zur Abscisse x ge- 

A ^ hörige Ordinate einer Curve C7D, Fig. 115^ 

so ist fft die mitäere Ordinate des Rogens 

CD und zugleich die Höhe jenes Rechtecks über der Boais 

ABf welches mit der Figur ABDG gleiche Flache hat. 

Ein anderes Hilfsmittel der Wertschätzung gründet stell 
auf den am Sehhisse von 817, 6) erwiesenen Satz. Gelingt es 
nämlich, zwei Functionen 9(0?), ^(o?) anzugeben, welche die 
zu integrirende Function f{o^ einschliessen derart, dass ftar 
alle Werte von o;, für die a ^ a? ^ &, 

9{x)^f{x)^i,{x), 

wobei jedoch die Gleichheitszeichen nicht durehgehends geltet^ 
so ist dem angezogenen Satze zufolge auch 

h h h 

(20) ftp{x)dx <ff{x)dx <f'^{x)dx . 

a a a 

Lassen sich die Werte der beiden äussern Integrale be- 
stimmen, so sind damit Gh*enzen für das Torgelegte Int^ral 
gewonnen. 
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Beüpide. 1) Es ist die BBittlere Erümmang und der 
mittlere Erümmungsradiiis der Normabclmitie für einen Punkt 
einer krommen Flache zu bestimmen. 

Dem Euler'schen Saitze (100, (15)) zufolge drückt sich 

die Erümmang -g- eines Normalschnittes durch die Krüm- 
mungen -^9 -g- der beiden Hauptnormalschnitte und den Winkel 

G}, welchen die zu -g- und -^ gehörigen Ebenen bilden, der- 
art aus, dass 

1 cos' OB ^^ sin' OB 

Da ^ alle Werte annimmt, deren es fähig ist, während cd das 
Intervall (o, f ) durchlauft, so ist die mittiere Krümmung 



IL 



'^VB/ ^ / ^ ^ B^ I ^\B^~ B^r 

also gleich dem arithmetischen Mittel der Krümmungen der 
Hauptnormalschnitte (208). 

Für den mittleren Krümmungsradius ergibt sich dagegen 
der Ausdruck 

n 

tt(m — — / , . , , 

r\/ im m Ana* «» 8111 tß ' 



% I cos* 4» j^ sin* 





aber nur für einen elliptischen Punkt bleibt die Function 
unter dem Integralzeichen in dem Interralle (O, y) ^n^ch- 
Da in diesem Falle Jß^, i^ gleich bezeichnet sind, so hat 
man nach Formel 256, (18) 

KB) = 1/^^, 

so dass der mittlere Radius gleich ist dem geometrischen 
Mittel der Hauptkrömmungsradien. 
2) um Grenzen für das Integral 

ß= (n>2) 



1 
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zu erhalten, beachte man, dass mit alleinigem Ausschluss der 
unteren Grenze im ganzen Integrationsinterralle 

l>-7=^=>:;7=^' 
also auch 



X* 



j/ jyr+i^ 5/ yi + «• 



d. i. nach 355, 4) 

1 



1 > f '^" > l.{\ + )/2) = 0-8814... . 
3) Für das Integral 



n 

T 



/i 



, ^^ (x^ < 1) 



ergeben sich Grenzen aus der Bemerkung, dass mit Ausschluss 
der untern Grenze 



yi — X* ßin* fp 1 — X* sin* tp ' 
daraus folgt nämlich 

n n n 

2 ^ yi — X» sin* 9 ^ 1 — x*8in*9 ^ C08*9) + (l — x")8in*y 
000 

d. i. nach 255, 9) 



n 
T 



— < r ^y , < /^ , . 

2 Jl/1 — x>8in«q> 2^1 — x» ' 


die Grenzen liegen um so enger beisammen, je naher x an 
Null ist. * 

256. Die zu integrirende Function lasse sich in zwei 
Factoren 9?(x), ip{x) zerlegen; von beiden setzen wir yoraus^ 
dass sie in dem Integrationsintervalle (a, V) einschliesslich 
der (Frenzen endlich und stetig bleiben, von dem einen Factor, 
z. B. '^(x), überdies, dass er daselbst nirgends negativ (oder 
niemals positiv) sei. 



Dritter Abschnitt. Einfache und mehr£ftche bestimmte Integrale. 107 

Bezeichnet nun m den kleinsten^ M den grossten der 
Werte^ welche ip(x) in (a^ b) annimmt ^ so ist für alle Werte 
von X aus diesem Interralle 

m ^ ip(x) ^ M, 

wobei das Gleichheitszeichen nicht durchgehends Geltung hat; 

fdr solche Werte Ton x ist also auch^ wenn if(x) beständig 

positiv, 

intl;{x) ^ g>(x)ip(x) ^ Mtl;(x) 
und daher 

b b b 

(21) mfi>{x)dx <ffp{x)^{x)dx < Mfif{x)dx . 

a a a 

Demnach gibt es nothwendig eine zwischen m und M 
gelegene Zahl ft von solcher Beschaffenheit, dass geradezu 

b b 

(22) j 9 (^) ^ (^) ^^ = fj ^{x)dx . 

a a 

Weil 97(^1;) als stetig vorausgesetzt wurde, so erreicht es den 
Wert II auch sicher mindestens an einer zwischen a, b gelege- 
nen Stelle a + 6(6 — a), [0 < 1], so dass 

b b 

(23) y*9>(ir) if(x)dx = q>(a + 0(6 — a))f^{x)dx. 

a a 

Der Inhalt dieser Formel pflegt als erster Mittelwertsatz be- 
zeichnet zu werden. Die Formel (22) ist insofern allgemeiner 
als (23), als sie auch dann Geltung hat, wenn die Function 
ip{x) zwar endlich, aber nicht durchaus stetig ist; dann braucht 
sie nämlich den Mittelwert {i nicht anzunehmen. 

Die Formel (22) oder die Ungleichung (21) fOhrt zu 

b 

einer Abschätzung des Wertes von j q>{x)^{po)dXy wenn sich 

b a 

das Integral jj(f(x)dx bestimmen lässt. 

a 

Wäre F(x) ein Integral von q>(x)^(x), G(x) ein Integral 
von t(x)f so dass 

F'(x)^ip{x)ip{x), 

a\x)~ i,(x), 
also 
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80 lantoto die Formel (23) 

F(h) - Fia) ^ ^^IXZZal ^<^(P) - <^ («)] > 
mroT&QB 

F(5) -- F{a) j^i^g + ecft— o)) 

G(f>) — G{a) ™ G\a + 6(6 —a))' 

dies aber fallt mit dem Inhalte des erweiterten Mittelwert- 
satzes der Differentialrechnang (88) überein. 
Beispiele. 1) Für das Integral 



h 



^"^ (x*<l, 0<ö<l) 





können Grenzen gewonnen werden, indem man die Function 
in die Factoren , und , zerlecrt; der kleinste 

Wert des letzteren auf dem Integrationsinterralle ist 1, der 
groflste Wert ^ ^ ; infolge dessen ist, da 



yi — x»a^ 



= aresin a 







arcsin 



ina< / < , ; 

J y(l — x^(l — «•»») yi — x»a»' 



die Grenzen sind um so enger, je kleiner a und x sind; sie 

iiu.da-4 



betragen beispielBweise für x •» -?- und a — -r- .0'52369.. und 



0-65109 . . . 

2) Zerlegt man in dem Integrale 



/• 



die zu integrirende Function in die Factoren x und xer^ ^ deren 
erster zum kleinsten, 1 zum grSssten Werte hat, so er- 
gibt sich 

1 1 

x^e-'^dx <fxe''^dx — ?^ = 0-316 .... 



1 
0</ 




/' 
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3) Es sei f{e) eiiie in dem Interralle (x, x -^K) nebst 
ihren Differentialquotienten bis zur n-ten Ordnung eindeutige 
und stetige Function. Setzt man in f{z)y f{x)^ . . .f^\e) 

so kommen den Fimctionen f(r +h — f)^ f{x -|- ä — 0; • • • 
p^\X'\-h — t) dieselben £igeusehafl»Q la dem hAervvX^ 
(0, A) der neuen Variabda t zu. Mit Hilfe der fmcüellen In- 
tegntion findet man 

also 

k h 

yix+h-()dt^hf{x) +ji.fxx+h-()dt, 

ebenso 

rTn«+*-<)*«-rir(=«') +fr^rx'»+h-t)dt 

k h 



k 

Bildet man die Summe aus diesen Gleichungen und be- 
iuditet dabei; dass 

ff(x + h-f)dt^\-f(x + h-i)]l^f(x+h)-f(x), 



so kamont 
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(24) 






Dies aber ist die Taylor 'sehe Formel (00^ (3)), wobei 
das Restglied in der Gestalt eines bestimmten Integrals auf- 
tritt. Durch Anwendung des vorstellenden Mittelwertsatzes 
kann daraus die Ton Lagrange angegebene Restformel 
(00^ (7)) gewonnen werden; zerlegt man nämlich die Function 

unter dem Integralzeichen in die Factoren r— . __ . und 

f{n)^X'\-h — t) und integrirt den ersten^ so hat man nach 
Formel (23) zu setzen 
h 



/ 



wobei < -ö- < 1 ; schreibt man für 1 — d', das wieder ein 
positiver echter Bruch ist, 6, so ergibt sich thatsachlich die 
endgiltige Form 

257. Die zu integrirende Function lasse sich in zwei 
Factoren (p(x), if{x) zerlegen, Ton welchen vorausgesetzt wird, 
dass sie in dem Integrationsinterralle (a, V) einschliesslich der 
Grenzen eindeutig, endlich und stetig sind, dass aber femer 
einer davon, z. B. i>{x)y monoton verläuft (17), d. h. entweder 
niemals abnimmt oder niemals zunimmt, so dass diif{x) keinen 
Zeichenwechsel erföhrt, während x von a nach h läuft. 

Bezeichnet 9{x) ein Integral von fpix), also eine stetige 
Function mit dem Differentialquotienten 9?(x), so gibt par- 
tielle Integration 

b b 

f(p(x) i,{x)dx — [il>{x) «(«))* —f9{x)dil>(x) ; 

a a 

das Integral rechter Hand erfüllt nun alle Bedingungen, welche 
zur Anwendung des ersten Mittelwertsatzes erforderlich sind; 
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es lasst sich also eine Stelle | zwischen a und b derart be- 
stimmen, dass 

6 b 

f9{x)dH>{x) = 9{l)fdH>{x) - «(6)[^(6) — V'(a)] . 

a a 

Wird dies in die obige Gleichung eingetragen, so kommt 

f<p{x)i>{x)dx - *(6)#(6) -*(a)«(a)- #(6)[V(6)-*(a)] 

= H,{a) [«(I) - «(a)] + ^(6) [« (&) - «(6)] ; 
yermöge der Bedentang von 9{x) ist aber 

«(!)_ <p(a) ~fip{x)dx, 0(b) - 9(i) = U{x)dx, 

daher hat man endgiltig 

h ^ h 

(25) y ip(x)ip(x)dx = ^(a)j (p(x)dx + ^(6) / q>(x)dx 

(a<6<6). 

Der Inhalt dieser Formel wird als der gweite MitteUoertsoit» 
bezeichnet. Für ip(x) ^=»1 lautet sie 

fr 

(26) /*(«)da; = (|-a)*(a) + (6-6X6) 

a 

und hat dann, wenn man if(x) als die zur Abscisse x ge* 
hörige Ordinate auffasst, einen einfsu^hen geometrischen Aus- 
druck. Sie besagt, dass sich die von einer 
niemals faUenden (oder niemals steigen- 
den) Curye CD, Fig. 116, begrenzten 
Fläche ABBG als Summe zweier Recht- 
ecke ^PQ(7 und PBDB darstellen lasse, 
deren Grundlinien J.P, PB zusanmien AB 
ausmachen und deren Höhen die Anfangs- Z7 
Ordinate ^(7 und die Endordinate BD sind. 
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§ 2. Brweiteraxig des IntegnilbegvUfii. 
258. Die Begriffsentwicklong des bestimmten Integrals 



ff(x)dx, 



mie sie in aid — S14 erfolgt ist^ gründet sieh anf zwei wesent- 
liehe Voraussetzungen: dass die Function f(x) in dem In- 
tegrationsintervalle (a, b) mit Einschluss seiner Ghrensen ein- 
deutig bestimmt und stetig oder zum mindesten begrenzt ist 
(in welch' letzterem Falle sie noch eine weitere Bedingung 
erfüllen muss (214)), und dass das Interrall (n, h) selbst end- 
lich ist. 

Mmb. kann nun den IntegralbegrifF in zweifachem Sinne 
erweitem: Einmal, indem man ihn auch auf solche Functionen 
auszudehnen sucht, welche im Integrationsinter^alle oder an 
seinen Grenzen unendlich werden; und dann, dass man ihn 
sinngemäss auch auf den Fall zu übertrag^i sucht, wo das 
Integrationsintervall nach einer oder nach beiden Seiten ins 
Unendliche sich erstreckt, wobei selbstversiändlich voraus- 
gesetzt wird^ dass die Function f(x) für alle reellen Werte 
von X definirt ist. 

Diese Begriffsenjoeiterwngen gründen sich darauf ^ dass das 
Integral der ursprünglichen Definition eine stetige Function 
seiner Greneen ist (217, 8)). 

Man pflegt Integrale, bei welchen die oben angeführten 
Bedingungen bestehen und die demnach Grenzwerte von Sum- 
men darstellen, eigenüiche iestimmte Integraie, dagegen die aus 
der BegrifGaerweiterung hervorgehenden Integrale uneigenäiche 
bestimmte Integrale zu nennen. 

250. Wir beginnen mit der Untersuchung von Integralen 
unencßich werdender Functionen. 

Die Function f(x) sei in jedem Theile (a, x^ des Inter- 
valls (a, b) endlich und stetig, werde aber xmendlich gross bei 
dem Grenzübergänge 1jmaf=^b — 0, oder wie man sagt, an 
der oberen Grenze von (a, 6). Dann ist, solange a < ir'< 6, 

J f(x)dx = 0(x) 
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eine stetige Function von Xy und bleibt sie stetig bei dem 
Grenzübergänge limo;'»« b — 0^ so definirt man den bestimm- 
ten endlichen Grenzwert lim 0{x') als das über (a, b) erstreckte 

«'=6 — 

Integral von /(a?), bezeichnet es wieder durch das Symbol 
b 

f f(x)dx und hat daher fOr dieses die erklärende Gleichung 

4» 

b X 

(1) * ff(x)dx= hm ff(x)dx. 



% 



Die Stetigkeit von 0{x) bei dem Grenzübergange 
Jiina/«»& — erfordert (17), dass sich eine linksseitige Um- 
gebung (b — df b) Yon b bestimmen lasse derart , dass für 
irgend zwei Werte af<,x'' aus derselben die Differenz 0(af') 
— 0(x') dem Betrage nach kleiner ist als eine vorbezeichnete 
beliebig kleine positive Zahl e, dass also 



x" x' x" 



<B. 



<2) I fmdx -ff{x)dx I = I fnx)dx 

a a si 

Hat hingegen <&(a;') bei limrc'=& — den Grenzwert 

-{- oo oder — cx) oder nähert er sich dabei keiner Grenze, so 
b 

ist I f(x)dx ein Symbol ohne Bedeutung. 

In manchen FaUen kann die Grenzbetrachtung entfeUen, 
wenn es nämlich gelingt, durch eine Tmisformation der Va- 
xiabeln das Integral in ein anderes mit endlich bleibender 
Function und endlichem Integrationsintervalle umzuwandeln, 
d. h. in ein eigentliches Integral zu transformiren; der Wert des 
letzteren wird dann naturgemäss auch als Wert des ursprüng- 
lichen aufzufassen sein. Insofern jedes Integral von der hier 
betrachteten Art, das einen bestimmten Wert hat, durch eine 
passend gewählte Transformation der Integrationsvariabehi in 
ein eigentliches Integral umgesetzt werden kann, trifft die 
Bezeichnung „uneigentliches Integral'' nicht das Wesen, son- 
dern nur die Form des Ausdrucks. 

Wenn die unbestimmte Integration von f(x) ausgeführt 
werden kann und wenn die Function F(x)j die für alle Werte 
von x , für welche o ^ a? < 6, f(x) als Differentialquotienten 

C SU bar, Vorlatungan. IL 8 
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gibt^ stetig bleibt bis an die obere Grenze &, an wdcher sie 
den Wert F(h) annimmt, so ist 

lim ff(x)dx= Um F(cir)-F(a)^F(P) — F{a) 

af^b—oj «'=6—0 

a 

nnd daher 

(3) ffix)dx^FQ>)-F(a), . 

a 

so dass auch in diesem Falle der Hauptsatz der Integrabrech- 
nnng Giltigkeit hat. 

Würde die Function f(x) statt an der oberen an der 
imteren Grenze unendlich, also bei dem Grenzübergange 
lim X = a -{- 0, so wäre der Gleichung (1) entsprechend 

b b 

(4) ff(x)dx^ lim ff(x)dx, 

vorausgesetzt, dass der rechts angeschriebene Grenzwert wirk- 
lich existirt 

Fiele der ünendlichkeitspunkt von f{x) in das Innere des 
Intervalls, an eine Stelle c, so hatte man (a, b) zu zerlegen 
in die TheilintervaUe (a, c), (c, b) und dementsprechend zu 
setzen 

b x' b 

(5) ff{x)dx^ lim ffix)dx+ ,Um ffix)d 

a »*s*c — 0^ sr «ao-j-0 j5<' 

wenn die beiden Grenzwerte auf der rechten Seite wirklich 
vorhanden sind. 

Es bedarf keiner weiteren Bemerkung, wie man sich zu 
benehmen hatte, wenn die Function f{x) an mehreren verein- 
zelten Stellen von (a, b) unendlich werden sollte. 

Seispide, 1) Das Int^ral 

dx 



X, 



f 



bezieht sich auf eine Function, die an der oberen Grenze un- 
endUch wird; es hat indessen einen bestimmten Wert Dies 
geht einmal daraus hervor, dass es durch die Substitution 
X ^^ Bint in das eigentliche Integral 
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n 



fdt 



sich verwandelt, dessen Wert 7 ^^^y andererseits ist das un- 
bestimmte Integral aresin x stetig in dem Intervalle (0, 1) 
mit Einsehlnss der Glänzen, daher ist nach (3) 



(€) 






aresin 1 — aresinO = — • 

2 



Bei dem allgemeinen Integrale 



/i 



dx 



Ya* — X* 

wo die Quadratwurzel, wie immer, positiv zu nehmen ist, be- 
stehen ähnliche Verhältnisse; setzt man 

X'^arnnt, woraus )/a* — a;* =■ a cos f , 
so ergeben sich vermöge der letzteren Gleichung, da ihre linke 
Seite positiv ist, fdr die neue Variable t die Grenzen und 

wenn a>0, dag^n «, ^, wenn a<0; daher ist 



2 



(7) 



a 






— , wenn a> 0; 



und 



n 
Y 






wenn a<0. 



2) Es sei a < & und n eine positive Zahl; dann hat das 
Integral 



/i 



dos 



das an der oberen Grenze eine Singaliuität aufweist, einen 
bestimmten Wert nur dann, wenn n< 1; es ist dagegen •(- 00 
sowohl wenn n > 1, wie auch für n »» 1. 

8* 



116 Zweiter Theil. Integral -Bechnang. 

Wenn nämlich a < x'< b, so ist 

/ dx ^ 1 1 
(Jb - xy "" (n — l)(fi — xT~^ (n — 1)(6 — a)»"^ 



(n^l), 



b 



/dx . 1 
nur dann, wenn lim r 

a 

vorhanden ist; und das tri£Pt nur zu^ wenn n<l; indem 

dann lim ^- r = 0. Ist hingegen n>l, so ist 

^=6_o (6 - aff-^ ^ ® ' 

lim r = + oo . Daher 

(8) fürn<l f ^^ , i — r, 

a 

dagegen 

/dx 
=s + <X>. 
(6 — a;)" ^ 

a 

Wenn n = 1 ^ so hat man 

dx 



h 



^ = i.(&-a)-?.(6-aO 



da aber lim ü. (6 — af)=^ — oo , so ist auch 

»'=»6—0 



für 



n = 1 lim / , = + <x> . 



260. Wo weder die ZurückfÜhrung auf ein eigentliches 
Integral; noch die unbestimmte Integration gelingt^ muss nach 
andern Mitteln gesucht werden^ um zu entscheiden^ ob ein 
Integral; das auf eine unendlich werdende Function sich be- 
zieht; einen bestimmten Wert hat oder nicht. In vielen Fällen 
kann von dem folgenden Satze Gebrauch genmcht werden: 

Wenn die Function f{x), welche endlich ist in jedem TheH- 
intervaUe (a, x") von (a, b), wenigstens von einem Werte x^ 
zwischen a und b angefomgen beständig positiv (negativ) bleibt 
und für lim a; = 6 — -f- ^^ ( — ^ wird, so hat das Ober 
(a, 6) erstreckte Integral f(x) nur dann einen bestimmten Wert, 
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wenn die Ordnung des Unendlichwerdens von f(x) in Beeug auf 
T Meiner ist cds 1; ist sie grösser oder gleich 1, so ist das 

o ^^ sc 

Integral +oo ( — <x>). 

Bezeichnet man die (positive) Ordnungszahl des ünend- 
lichwerdens mit n^ so hat 

m _ 



\&- J 



(b — xyf(x) für lim:r = 6 — 



einen bestimmten von fTnll verschiedenen Grenzwert (16); der- 
selbe sei positiv und Ä eine positive Zahl^ welche kleiner ist 
als dieser Grenzwert; dann wird es nothwendig eine Stelle 
af zwischen Xq und b geben, von der an bestöndig 

(b — xyf{x)>A, 
daher 

daraus folgt, dass auch 

Wenn nun n > 1 oder «s 1^ so hat zufolge 250, 2) das In- 

^ für limic"=6 — den Grenzwert +oo; 

(o x) 

demnach ist auch 



x" 



>a Cf{x] 



-^dx =s + oo 
und daher 



a:" af 



lim / f(x)dx = I f(x)dx + lim / f(x)dx = + 



X 

^ f(x)dx = + ^^• 

Versteht man andererseits unter B eine Zahl, welche 
grosser ist als der Grenzwert von (6 — xYf{pc)^ so wird es 
eine Stelle x' zwischen x^ und h geben, von welcher an* 

gefangen 

0<{h — xyf{x)<B, 
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abo 

daraus ergibt sich^ dass 

n< 1, so hat / 



Wenn nun n < 1. so hat / -: — ^-- für lima?"™ 6 — den 



endlichen Grenzwert -— r, dem es sich wachsend 

(1 — «Xö-^a:')*"* 



«" 



nähert^ und da das Integral j f{x)dx^ das unter den gemachten 

Yoraussetzimgen auch fortdauernd wächst, unter diesem Grenz- 
werte verbleibt, so hat es für limn/'— « & — ebenfalls einen 
bestimmten Wert; somit gilt dies auch von 



f f{x)dx) = C f{x)dx + lim ff{x)d 



Fttr den Fall lim f(x) >= — oo erleidet die Beweis- 

führung nur eine unwesentliche Abänderung. 

Beispiele, 1) Ist -^k ^in irreductibler Bruch, so hat das 
Integral 



F(x) 



J 9(«) 

a 



dx 



nur dann einen bestimmten Wert, wenn das Intervall ^a, V) 
mit Einschluss seiner Grenzen keine reelle Wurzel von fp{x) 

• 

enthält; im andern Falle ist es unendlich. 

Denn unter der gedachten Voraussetzung ist — ~-^ inner- 
halb (a, V) und an den Grenzen endlich. Hat dagegen q>{x) 
zwischen a und h die reelle Wurzel c, so enthält es den 

Factor x — c und wird —7^ an der Stelle a? = c unendlich 

q>{x) 
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von der ersten oder einer höheren Ordnung in Bezug auf 

, jenachdem c eine ein- oder mehrfache Wurzel ist. 

b 

/dx 
—7- — j, was fflr Zahlen auch a, 6 sein 

mogen^ einen bestiinmten Wert (arctgb — arctga); dagegen 

ist / _^ , unendlich^ weil das Intervall ( — 1, +1) ^® beiden 

—1 
reellen Wurzeln — 1, +1 des Nenners enthält. 

2) Das Integral 

^^ (x«<i) 



/i 





hat einen bestimmten Wert^ trotzdem die Function 

an der oberen Grenze unendlich wird; denn die Ordnung 
dieses ünendlichwerdens ist —^ weil 



y(l _ a.«)(i — x'o:") 1/(1 — ä) (1 + a;)(l — x»a:*) 
und somit 



y(i — «»)(i — X»«*) 



y7r+«)(i — x«x*) 



flOr limo; =» 1 — einen endlichen Grenzwert besitzt. 

Man darf nun auf das Integral wie auf ein eigentliches 
den ersten Mittelwertsatz anwenden und schreiben 

1 



/i 



^ dx ^ 1 r dx 2 

y(i— aj»)(i— «»05«) ^ V(i+ö)(i— ic»ev yi^^ V(i+e)(i— ««e«) 



(0<e<l); 



und da (l-)-^)(I — x'^^) gewiss 2 nicht übersteigt und 
unter 1 — x' nicht herabkommt^ so liegt der Wert des obigen 

2 2 

Integrals zwischen -r= und 



yi yi — X* 
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3) Damit das Integral 



X 

sino; 



J ^ 





dXy 



wo n > 0, einen bestimmten Wert besitze , trotzdem die 



sino? 



Function an der unteren Grenze unendlich wird, muss 



a" 



w < 2 sein. 

Denn es ist 

sino; 



lim = um -- — = 1 



X' 



=0 /1\^ «•— ^ ' 



(i) 



wenn n — ft »» 1 (i6, 2)) ; dem obigen Satze zufolge erfordert 
aber die Existenz des Integrals, dass die Ordnungszahl ft des 
Ünendlichwerdens kleiner als 1 sei; folglich muss thatsachlich 
w = ft + 1 < 2 sein. 



X X 



Es hat also 1 und auch 1 — ■= — , mcht aber 



X 

smxdx 



einen bestimmten Wert. 



X 

f 



J' X' 



4) Das Integral 

X 

'"^dx («>0) 

u 

hat nur dann einen bestimmten Wert, wenn n < 1 ist. 

Es ist nämlich 

cosa; 

1 • «27 1 • C06 X ^ 

lim = lim = 1 , 

wenn n — fi »» 0; da aber zur Existenz des Integrals ft < 1 
erforderlich ist, so muss auch n =» ft < 1 sein. 

X 

/cos A! dx 
keine Bedeutung, wohl aber 



/ 



X 

cos X dx 



Yx 
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261. Nun gehen wir daran zu erklären^ was unter einem 
Integrale mit unendlichem IntegraMonsintervaUe zu verstehen sei. 

Die Function f(x) sei in dem Gebiete (a, + oo) eindeutig 
definirt^ und in jedem Intervalle (a, a?'), wobei x > a, habe 
das Integral 

ff{x)dx = «(«') 

a 

einen bestimmten Wert. Dann ist 9(x') eine stetige Function; 
convergirt sie bei dem GrenzQbergange lim o;' — + 00 gegen 
eine bestimmte endliche Grenze^ so erklärt man diese Grenze 
als das über (a, -f" ^ erstreckte Integral von f(x)f bezeichnet 

letzteres durch j f(x)dx und hat hiemach den Ansatz 

a 

f{x)dX'= lim Cf{x)dx. 

a a 

Ist der Grenzwert von 9{x) + cx), — 00 oder ist ein solcher 

nicht vorhanden, so hat das Symbol ff{x) dx keine bestimmte 
Bedeutung. ^ 

Damit 9{x') bei dem Grenzübergange lim 2:'«=^ 00 stetig 
bleibe und einer bestimmten Grenze sich nähere^ muss sich 
ein Intervall (x, -j" ^ bestimmen lassen derart, dass für irgend 
zwei Werte oi <iQi' aus demiselben der Unterschied der Func- 
tionswerte 0(x'), 9{x") dem Betrage nach kleiner ist als 
eine im voraus bezeichnete positive Zahl £; demnach ist die 
Möglichkeit, zu einem vorgeschriebenen b ein x zu bestimmen, 
so dass 



XX X 



(10) I «(«")— *(a!')| = \J f(x)dx—ff(x)dx\= \ff(x)dx \ < s 

a a 9f 

für a < X < a/ < rc", der analytische Ausdruck der Bedingung 
für die Existenz von \f{x)dx. 

a 

Ist es möglich, das genannte Integral durch Transfor- 
mation der Yariabeln in ein Integral mit endlichem Intervalle 
und endlicher Function umzuwandeln, so entfallt jede weitere 
Untersuchung. 



122 Zweiter TheiL Integral- Rechnung. 

Kennt man eine Function F{x)^ welche ftlx alle Werte 
von X über a den Difierentialquotienten f{pi^ besitzt, mit 
andern Worten, ist die unbestimmte Integration ausführbar 
und nähert sich F{x) f&r lim o; »«> -f* oo einer bestimmten 
Grenze, die mit F{po) bezeichnet werden soll, so hat man 

Hm ff(x)da= Hm F(a?') - F(a) = JF(oo) — JP(a) , 



X 

a 



IX 



also 

(11) ff{x)dx — F{oo) — F{a) ; 

a 

d. h. 68 besteht dann der Hauptsatz der Integral-Rechnung wie 
bei endHchem Intervalle. 

Die Definition (9) ist auch auf Integrale übertragbar, bei 
welchen das Integrationsintervall ins negativ UnendHche sich 
erstreckt oder beiderseits unbegrenzt ist; es gilt nämHch 

b b 

(12) Cf{x)dx= Hm ff{x)di 

— 00 x' 

und 

(13) lf(x)dx~ lim ff(x)dx+ Um ff{x)dx, 

J ar's=+oo J «"=+00 J 

— 0» «' a 

sofern die rechts angesetzten Grenzwerte wirklich existiren^ 
in Formel (13) bedeutet a eine beHebige Zahl. 
Beispiele. 1) Das Integral 

ß OO), 

a 

worin n > 0, verwandelt sich durch die Substitution 

1 



m 






und dies ist ein eigentliches Int^^ mit dem Werte 

wenn n^ 2. (n-l)a 
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Ist hingegen » < 2, so wird die Function ^-« = ^ 



an der unteren Grenze unendlich; indessen hat das Integral 
dennoch einen bestimmten und zwmr den angegebenen Wert, 
wenn 2 — n < 1, also n > 1 ist (269, 2)). 
Demnach ist 

(14) /$ - (n - I)«-^ ftrn>l, 

a 

während ftbr n ^ 1 dasselbe Integral -f- <^ i^- 
2) Es ist 






/ , ^ = lim arctg x" — lim arctg a?'= ä , 

— « 

80 daas wie bei einem eigentlichen Integrale einer geraden 
Function (228) f^, - ^fl^ ^- 
Allgemein hat man 

3) Bemerkenswert sind die beiden Formeln 

(17) fe-'dx^— lim er-* + er-«— er-« 

a 

und 

(18) fer^'dx lim iI^ + -L_l (a>0). 

4) Auf Ghnnd der Formeln 254, (29) ist 

(19) /V«* sin &^ rf^ = ^ lim r - ^ "^a^X^^ '"' ^"^ ^""] 
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(20) I e-"' cos ox dx = lim nzj« ^ 



in beiden Fällen conyergirt nämlich der erste Ausdruck gegen 
die Grenze Null yermöge des Factors er^^y trotzdem sin&:t?^ 
cos&o? keiner bestimmten sich nähern, vielmehr unaufhörlich 
zwischen — 1 und -f" 1 schwanken. 

262. Wenn die unbestimmte Integration nicht ausführbar 
ist, dann erfordert die Entscheidung der Frage, ob ein Integral 
mit unendlichem Integrationsinterralle eine Bedeutung hat oder 
nicht, eine besondere Untersuchung. Man kann dabei häufig 
von dem folgenden Satze Gebrauch machen: 

Wenn die Fwncüon f{x), welche für aUe Werte x>a>0 
eindeutig definirt ist, wenigstens von einer über a gelegenen 
Stelle Xq angefangen beständig positiv (negativ) bleibt und bei 
dem Crremübergange lim rr »= -|- oo unendlich klein wird von 

erster oder niedrigerer als der ersten Ordnung in Bezug auf — ; 

so ist das über (a, + oo) erstreckte Integral von f(x) + oo ( — cx)); 
einen bestimmten Wert hat es unter den gemachten VorauS" 
Setzungen nur dann, wenn f{x) unendlich klein von höherer als 
der ersten Ordnung wird. 

Bezeichnet man die Ordnungszahl mit n, so hat 

f^ = af^f{x) für lima: = + 00 
\x} 

einen bestimmten von Null yerschiedenen Grenzwert, den wir 
als positiv voraussetzen. 

Sei A eine positive unter diesem Grenzwerte liegende 
Zahl, so gibt es noihwendig eine Stelle x' über x^y von der 
angefangen beständig 

x^f{x)>A, 
also 



daraus folgt dann 



X 
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vi' x" 



/ 



ist nun ti ^ 1 *), so ist nach 261, 1) 



f(x)dx>Af^ (aKXoKx'Kx")', 



x" 



X 

daher auch 



lim / — = + 00, 



X X X 

lim I f(x)dx = I f(x)dx -^-^ lim / /'(a?)da; == + 



Bedeutet andererseits J? eine über dem Ghrenzwerte von 
a^f{x) Kegende Zahl, so wird nothwendig yon einer über x^ 
liegenden Stelle x an bestandig 

oi^f{x) < B, 



also 



K^Xi 



ä" 



seiu; daraus folgt, dass auch 



X X 



Cf{x)dx<B C^ {a<x^<x<x'y, 



x" 



/dx 
-^ für limrr"= + 00 be- 



X 



sl&idig wachsend gegen TiT^f daher convergirt noth- 
wendig auch das linksstehende, ebenfalls mit af' wachsende In- 
tegral gegen eine bestimmte Grenze; es gilt dies also auch für 

x" x' x" 

lim ff{x)dx = ff{x)dx + lim ff(x)dx . 

a a X 

Für ein schliesslich negativ bleibendes f{x) erleidet der 
Beweis nur eine unwesentliche Abänderung. 



*) Hierin sind also auch die Fälle n »» und n •< inbegriffen; 
dem ersten entspricht die CouTergenz von f{^(£) gegen eine endliche. 
Grenze , dem zweiten das Unendlichwerden von fipS) bei lim x ^=^-\'<x> 
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Beispiele. 1) Es sei — ^ ein irreductibler rationaler 

Bruch nnd sein Nenner besitze in dem Intervalle (a^ -f- ^^) 
keine Wurzel. Das Integral 



f\ 






hat dann und nur dann einen bestimmten Wert^ wenn der 
Bruch echt und sein Nenner wenigstens um zwei Einheiten 
höheren Grades ist als der Zähler; denn nur dann wird die 

Function —7^ an der oberen Grenze unendlich klein Ton 

MW Jt ^ 0^. 

Ist dagegen der Bruch unecht oder sein Nenner nur um 
eine Einheit dem Grade nach hoher als der Zähler^ dann ist 
das Integral unendlich. 

Hiemach hat beispielsweise das Integral 



9 



x^+px+q (^""*<^/ 



-00 



einen bestimmten Wert und zwar ist (280^ (14)) 



I —m—i : — = — . J lim arctsT 

Jx* + px + q t/ S5|.«4.oo ^ 



x + £- 
^ 2 



'« 



y^ |-=+- y, _ ^ 



— lim arctg 



x + ^ 

^ 2 



«= — 00 



2) Das Integral 



hat für jedes n > einen bestimmten Wert. Solange < w < 1^ 
wird zwar die Function af^-^^er' an der unteren Grenze un- 
endlich ^ aber von niedrigerer als der ersten Ordnung (260); 
diese Singularität hört auf, sobald n^l geworden ist. An der 
oberen Grenze wird ai^^^er* unendlich klein von höherer 

Ordnung als irgend ein — (fi > 0) . 

Xr 
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Dagegen würde für n < die Function an der unteren 
Grenze unendlich von höherer als der ersten Ordnung. 

Ist insbesondere n eine positive ganze Zahl > 1, so er- 
gibt sich aus Formel 248, (8), wenn man darin G{x) »= a^~^ 
tind X a= — 1 setzt, 

/ir«-^^«rfa? =« — lim |e-*[a;»-i + (» — l)«'»-^ 

+ (n — l)(n — 2)a?— » -f 1- (n— l)(n — 2) • • • 1^) 

+ (n — l)(n — 2) . . . 1 = (n— 1)!. 
3) Auch das Integral 

OD 



hat einen bestimmten Wert, weil e"^ fitr ein beständig 
wachsendes x unendlich klein wird von höherer Ordnung als 

jede positive Potenz von — . Man kann eine obere Grenze für 

seinen Wert herstellen, wenn man das IntegrationsintervaU in 
die Theile (0, 1) und (1, + ^o) zerlegt; im ersten Theile ist 
(T^ bestandig ^1, folglich 

j e-'^dxKl:, 

u 

im zweiten Theile ist e~** bestandig "^xer^y folglich 



j e-'^dx<jx€-'^dx = — lim ^ + -;^ = -^, 



11 ^ 

SO dass 

2e 



e"^ r Jl. „ _L 
2 ' 2c 2c 




**rfa:<l + 



268. Der im vorigen Artikdi aufstellte Satz enthalt die 
wesentliche Voraussetzung, dass die Function unter dem In- 
•t^pidzeichen von einer Stelle des Intervalles (a, + cx>) an- 
gefangen fortab dasselbe Zeichen beibehält. Ist diese Voraus- 
setzung nicht erfUlt, hört die Function bei bestandig wachsendem 
X niemals auf ihr Vorzeichen zu andern, dann verliert der 
Satz seine Anwendbarkeit, und es muss zu andern Methoden 
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gegriffen werden. Der angefiüirte Fall tritt besonders dann 
ein, wenn unter dem Integralzeichen eine periodische Function 
erscheint. 

Ein häufig verwendbares Hilfsmittel, über derlei Integrale 
zu urtheüen, besteht darin, dass man das Integrationsintervall 
durch diejenigen Stellen, an welchen f{x) sein Zeichen wechselt, 
in Theile zerlegt; die auf diese Theile bezüglichen Integral- 
werte bilden dann eine unendliche und zwar eine altemirende 
Beihe (75), und es ist die Untersuchung des Integrals auf die 
Prüfung dieser Reihe auf ihre Convergenz zurückgeführt. Die 
Gonvergenz kann vermöge der Beträge der Glieder allein statt- 
finden und heisst dann absolut \ sie kann aber auch erst hraft 
des Zeidienwechsels vorhanden sein; dann spricht man von be- 
dingter Gonvergenz. Diese Begriffsbestimmung übertragt man 
denn auch auf Integrale mit unendlichem Integrationsgebiete 
und unterscheidet zwischen solchen, welche gegen ihren Grenz- 
wert absolut convergiren, d. h. auch dann, wenn man statt 
f(x) den absoluten Wert | f(x) \ in Bechnung zieht, und zwischen 
solchen, welche ihrem Grenzwerte nur bedingt, i i. kraft des 
unaufhörlichen Zeichenwechsels von f(x) zustreben. 

Sowie man die Beurtheilung von Integralen mit unend- 
lichem Intervalle mitunter mit Erfolg auf die Gonvergenz von 
Beihen stützt, kann auch umgekehrt aus der Existenz solcher 
Integrale auf die Gonvergenz gewisser Beihen geschlossen werden. 

Beispiele. 1) Der Integralsinus auf dem Gebiete (0, -f- od), 
d. i. 



f. 





BUIX j 

aX , 



gehört zu den ebea besprochenen Formen; bezüglich seiner 
unteren Grenze ist schon früher (260, 3)) entschieden worden; 
es bleibt nur noch die Zulässigkeit der oberen Grenze in 
Frage. 

Theilt man (0, -f- oo) ^^ die Intervalle (0, ä), («, 2ä), . . . 
so bilden die auf diese bezüglichen Integralwerte Oq, a^,... 
eine altemirende Beihe mit positivem Anfangsgliede, und wenn 
diese Beihe 

«0 + ^ H — ' 
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«OKLTerguri, so hat das Integral einen bestinttnien Wert gleieh 
4enb Grenzwert, dieser Reihe. Nun folgt ans 



dass 



Ai 



Bmxdx 



X 



»n+l = 




sin a; da; 



«+!)> 



«n I > I «n+l I ; 

denn ftlliri; man in dtoi zweiten Integrale die Substitution 
x^» it '\' t ans^ so kommt 

/smtdt 



Htr 



jetzt beziehen sich a« und an+i auf dasselbe Intervall^ es ist 



aber 



sina; 

X 



> 



Bino: 
n -}- X 



I 

fttr alle Werte aus [htc, (n + 1)ä]. 



Femer ist 



(n+l)« 



, . Pdx 7 n + 1 



«TT 



6S conyergirt also a» mit wachsendem n gegen die Grenze NulL 
Durch diese zwei Thatsachen ist die Gonvergenz der Reihe 

fl^, + a^ + • ' • örwicsen (75). 

Die Gonvergenz des Integrals ist aber eine bedingte. Denn 



I I I ™ 



*l 



rfa;> 



na 



1 r, . 

7 — 1 ^v 1 sn 



sina;|d:z: = 



2 



(n + 1): 



«ff 



daher ist 



lsl+KI + l«»H f-lo, 

-^jr\l'2T^3' '»+1/ 

folg^ch (7», D) ist 



p 



SiXLX 
X 



da? = + öo. 



Daa analog gebaute Integral 



/ 



sino; 



X' 



dx 



sab er, Vorlesangen. II. 



(l<v<2) 

9 



2 
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liingegen ist absolut conyergent. Von seiner Existenz über- 
zeugt man sich auf dieselbe Art wie oben, von der absoluten 
Gonvergenz durch die Bemerkung^ dass jetzt 

daher 

I«xl+l«.l + - + l«-i<;^(^ + ^ + --- + ;^); 

folglich hat auch / ' ""^^ ^ dx (l<v<2) einen bestimmten 
Wert (72, 4)). r "" 

2) Von der Existenz des Integrals 



/■ 



mi{a?)dx 



überzeugt man sich auf ähnliche Weise. Wird nämlich 
(0, + oo) in die Theile (O, V«), (]/«, Y2%), . . . zerlegt, so 
bilden die hierauf bezüglichen Integralwerte eine altemirende 
Reihe «o + ^i + ' * •> deren Glieder dem Betrage nach be- 
standig abnehmen und schliesslich -gegen Null convergiren. 
Denn es ist 

a« = / sin {a?)dXy an+i = / sin {a?)dx'^ 

das zweite Integral geht aber durch die Substitution a;* — ä + ^ 
über in 

a^ . 1 BS — /sin (^) -^== dt 

nn 



und in dieser Form ist unmittelbar zu erkennen, dass 
I a« I > I a«+i I ; femer ist 



Vin+Dft 



\an\<Jdx=y{n+l)7C 



Vn 
HTC = — 



j^ + y^r+l 

ynn 



folglich lim o,, t» 0. 
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Die Convergenz ist hier nur bedingt. Denn nach 256, (19) ist 



Yn + yn+l 2l/n+l' 
folglich 

|aol + kH---+l«.l>^[^ + ^ + 

also (72, 3)) 



"•"i/^r+iJ 



A 



I sin (x^ I da? = + cx> . 



Es ist nicht ohne Nutzen, auf das yerschiedene Verhalten 
der beiden Integrale 



~x~ 



dar, 



/- 



sin (a?*) da? 





hinzuweisen. Bei dem ersten erfolgte die Theilung in gleiche 



sma; 



nimmt 



IntervaMe (0, ä), (ä, 2«), . . ., aber die Function 

von einem Intervalle zum nächsten immer kleinere Werte an: 



sino; 



die Curve y = ^^^^ ist eine Wellenlinie von gleich langen 

Wellen mit abnehmender Amplitude (Fig. 117). Bei dem zweiten 
Integrale wurden die TheiUntervalle (O, V«), (V^, V^),.. 



lig. 117. 



Flg. 118. 




T^JC 




immer kleiner, in jedem derselben erreicht aber die Function 
sin(a?') denselben grossten Betrag: die Curve yaBsin(a?^ ist 
eine Wellenlinie mit abnehmender Wellenlänge, aber gleich- 
bleibender Amplitude (Fig. 118). 

3) Der Schluss von der Existenz eines Integrals mit un- 
endlichem Integrationsgebiete auf die Convergenz einer unend- 

9* 
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Uchen Reike kaxm auf öituid des folgenden Ssfczee gemacht 
werden: Ist f{x) eine fOr das Interrall (a^ oo) bestandig posi- 
tive und abnehmende Fmtction^ und hat das Integral 



fmd: 



einen bestimmten Wert^ so ist die unendliche Reihe 

/'C«) + A« + 1) + /■(« + 2) + •• • 

* 

conrergent; hat dagegen das Integral den Wert -(~ ^^7 ^^ ^^ 
die Reihe divergent; a bedeutet die kleinste ganze Zahl in 
(a, 00). 

Weil nämlich für alle Werte von x zwischen a + w und 

f(a + n)>f{x)>f{a + n + l\ 
so ergibt sich durch Integration zwischen a-f-^ ^^d a-^-n -^-1 

fia + n)>Jf{x)dx>f{a + n-\-\). 
Daraus folgt aber^ dass 



ff 

a 

ff 



f{x)dx > f{a + 1) + /-(« + 2) + /•(« + 3) + 



f(x)dx<f(a) + /•(« + 1) + /'(a + 2) + • . . . 
Ist demnach J f(x)dx eine endliche Grösse^ so ist vermöge 

a 

der ersten Beziehung die aus positiven Gliedern bestehende 

Reihe f(a + 1) + /•(« + 2) + /"(« + 3) H , also auch die 

Reihe /*(«) +/*(« + 1) H convergent; die zweite Beziehung 

zeigt, dass die Reihe f(a) + f(a + 1) H divergent ist, wenn 

das Integral einen unendlichen Wert hat. 
So hat das Integral 

1 
einen bestimmten Wert, wenn n>l, dagegen einen unend- 
lichen Wert, wenn »^1 (261, 1); infolge dessen ist die Reiha 
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1 + JL + L + ... 

convergent für n > 1, divergent für n ^ 1 (72, 1), 3), 4)). 

Das Integral 1 ^r— tat den Wert +po, weil 

a 



fi 



-7^ — ■ Km 11.x — 1 2. 2 =— 4- oö , 

**•» «=-4-« 



daher ist die Reihe 

2l^~ BIB~ 4tl4~ 

divergent 

§ 3. Integration unendlicher Beihen. 

264. Die Aufgabe, eine convergente unendliche Reihe, 
deren Glieder Functionen von x sind, zu integriren, kann sich 
in zweifacher Weise darbieten. Entweder ist die zu integri- 
rende Function durch eine solche Reihe definirt, und daim 
liegt die Aufgabe unmittelbar vor; oder die Function unter 
dem Integralzeichen gehört zu denjenigen, deren unbestimmte 
Integration mittels der elementaren Functionen in endlicher Form 
nicht möglich ist, und dann wird man mittelbar zu jener Auf- 
gabe gefOhrt, wenn man die Function in eine convergente 
Reihe entwickelt. 

Es sei 

(1) /ö(») +/.(«) +A(*)+" 

eine unendliche Reihe, deren Glieder in dem endlichen Inter* 
valle (a, b) mit Einschluss der Grenzen eindeutige, stetige 
Functionen von x sind und die in dem genannten Intervalle 
gleichmassig convergirt (80). Dann ist ihr Grenzwert f(x) 
eine in demselben Intervalle einschliesslich seiner Grenzen 
stetige Function von x (82) und daher zur Integration über 
(a, b) geeignet. Es handelt sich nur darum, in welcher Weise 
die Integration an der definirenden Reihe (1) zu voUzieheii 
ist. Darüber belehrt nun der folgende Satz. 

Die durch gliedweise Integration einer in (a, b) gleich- 

massig canvergenten Beihe f^{x) + f^{x) + f^{x) H cnfctow^ 

iene Beihe 
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b b b 

(2) jU{^)dx+ff,{x)dx +Jf,ix)dx + . . • 

a a a 

ist convergent und 

b 

ff(x)dx 

a 

ihr Grengwerty wenn f(x) der Grensswert der vorgdegten Beihe ist. 
Setzt mau nämlich 

fo(^)+fl{^) + • • • + fn(x) = Sn(x) 
fn+l{x) + fn+%{x)+ ■ . = rn{x), 

SO dass 

f{x) = Sn{x^ + rn{x)y 

SO ergibt die Integration (217^ 5)) 

b b b 

Jf{x)dx =Jsn(x)dx +Jrn{x)dXy 

a a a 

und weiter ist auf derselben Grundlage 
b b b b 

fsn{x)dx~ffo(x)dX +fft(x)dx + . . . +ffn{x)dX — Sn{x). 
a a a a 

Dem Begriffe der gleichmassigen Gonvergenz gemäss lasst 
sich zu einem beliebig klein festgesetzten positiven b eine 
natürliche Zahl m bestimmen derart, dass fOr jedes x^ wofGlr 

so lange n%m\ daraus folgt, dass 

b b 

I J rn{x)dx <sj dx=^€(b — a) 

a a 

und 

b 

\ff{x)dx— Sn{x)\<e\b-'a] 

a 

f&r jedes n^m, Dass aber der Unterschied zwischen 

b 

f f(x)dx und Sn(^) dadurch, dass man n gross genug wählt, 
dem absoluten Betrage nach unter jede beliebig klein fest- 
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gesetzte positive Zahl gebracht werden kann^ ist gleichbedeu* 
tend mit der Aussage 

b 

/f{x)dx — lim S« (x) , 

a 

d. h. wemi man die Bedeutung von S»(a;) ins Auge fasst^ 

b • h b b 

(3) ff(x)dx '=ffoix)dx +fn{x)dx +ff,(x)dx + •■'. 

a "" a a a 

Man braucht nur die untere Grenze unbestimmt zu lassen 
und die obere durch x zu ersetzen — beide Grenzen selbst* 
verständlich auf das Gonvergenzintervall von (1) angewiesen 
— um die Forme| f&r unbestimmte Integration zu erhalten. 

Eine Potenzreihe ist in jedem Intervalle^ das mnerhaXb 
ihres Convergenzintervalles liegt^ gleichmassig convergent (84); 
daraus ergibt sich auf Grund des obigen Satzes die wichtige 
Folgerung: 

jB»n6 'PcAemreXhe ist in jedem Intervalle, das innerhalb 
ihres ConvergenjsintervaUes enthalten ist, nur gliedweisen Inte- 
gration geeignet. 

Was die GFrenzen des Convergenzintervalles selbst anlangf^ 
so ist Folgendes zu bemerken. Ist X beispielsweise die obere 
Grenze des Convergenzintervalles, a dagegen innerhalb des- 
selben gelegen und die Reihe 

X X 

ff{x)dx +ff{x)dx + • • • 

a a 

convergent, so stellt sie den Wert des Integrals 

X 

ff(x)dx 

a 

auch dann noch dar, wenn die vorgelegte Reihe an der Grenze 
X selbst nicht mehr convergent sein sollte (250). 

Ist demnach insbesondere ( — X, -}' ^) ^^ Gonvergenz- 
intervall der Potenzreihe 

00 + o^a; + a^a^ -^ 

und f(x) ihr Grenzwert, so ist 



» • • 
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Jf(x)dx = a^x + ai Y + Oj Y + 

für jedes x, das dem Betrage naeh kleiner ist als X; und es 
gilt auch noch 

X 



Q 



f(x)dx = a^X + a^f^ + oj ^ + 



• • ■ 



wenn die rechts befindliche Reihe convergent ist^ auch wenn 

nidit mehr convergent sein sollte. 

So ist beispielsweise^ so lange | o; | < 1 ^ 

(fiS, 1)); daher fOr jedes solche x auch 



• 



CbUC ■ SC SD I m7 



aber auch noch 

dx n 1 1,1 



/ 



1 + ic 



« 4 1 3 ' 5 



weil die rechts befindliche Reihe conyergirt, obwohl die ur- 
sprüngliche Reihe f&r a; = 1 nicht mehr convergent ist. 
Ebenso hat man^ so lange |a;| < 1; 

1 + a? ' 

und für jedes so beschaffene x auch 



/ 



dx 1 /H i \ X ä' , «' 





aber auch noch 

dx 



f 



1 + X 



^•(2) =T-T + T----' 



obwohl die der Integration unterworfene Reihe f&r x = l 
nicht mehr convergent ist. 
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Ein weiteres Beispiel dieser Ait bietet der für jedes x, 
•dessen Betrag unter 1 liegt^ geltende Ansatz 



Vi 

so lange | o? | < 1^ ist auch 






• 



, — arcsina;«= }- 

yx — x^ 123'2.4ö' 





da die rechts hefindliche Reihe auch noch für x ^^ 1 coirrer- 
gent ist — die ursprüngliche ist es nicht mehr (07) — so 
ist auch 

1 



/ 



dx n_ 1 I 1 1 , 1-8 1 , 



yi — «» 2 12 8 2 4 6 



265. Für eine conveigente Potenzreihe mit dem Grenz- 
werte f{po) ist in Artikel 87 der Satz bewiesen worden, dass 
sie dordb gUedweise Differentiation eine neue conyergente 
Beihe ergibt^ deren Gh-enzwert der DiffiBrentialquotient f\x) 
von /(o;) ist. Dieser Satz kann nun auf conyergente Reihen 
überhaupt ausgedehnt werden und lautet dann folgendermaassen: 

Wenn aus der convergenten Beihe ^(5?) +^i(a;) + ^(a;) + ••» 
mit dem Grenzwerte f(x) du/rch gliedweise Differentiation die 
gleichmässig cowvergente Beihe f^X^) + /*/(a;) + f^'(pc) + • • • 
hervorgeht y so ist der Oremwert F(x) der letzteren = fXx). 

Sind nämlich a und x zwei Werte , welche den Gonver- 
genzintervallen beider Reihen zugleich angehören^ so darf auf 
die zweite Reihe wegen ihrer gleichmässigen Gonvergenz glied- 
weise Integration über (a, x) angewandt werden und ergibt 

X X X X 

fF(x)dx '=ff^{x)dx +fn\x)dx +fUix)dx + . . . 

=-^(«)-^(o)+/i(*) -^i(«) + f%(!^) -n(«) + - 
_ _ -[^(«)+A(«)+/;(»)+•••] 

= /(«)— /(o); 

daraus aber folgt durdi Differentiation nach der oberen Grenze 
X, dass 

Fix) ^ fix). 
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266. Wie schon am Eingänge Yon 264 bemerkt worden 
ist; bildet die IntegrcUian miUels tmencOdcher Beihen ein wich- 
tiges Hilfsmittel solchen Functionen g^enüber^ deren unbe- 
stimmte Integration durch die elementaren Functionen in end- 
licher Form nicht möglich ist. Gelingt es, die Function oder 
einen passend gewählten Factor derselben in eine gleichmässig 
convergente Reihe, insbesondere also in eine Potenzreihe zu 
entwickeln, so kann an dieser die Integration vollzogen werden, 
und das Integral selbst ist durch eine oder mehrere conver- 
gente Beihen dargestellt. Voraussetzung ist dabei, dass die In- 
tegrale der einzelnen Glieder zu den elementaren Formen gehören. 

Beiqfdde, 1) Enthalt das Intervall (a, x) die Null nicht, 
so hat das Integral 



/ 



— dx 

X 



einen bestimmten Wert, der sich in Form einer convergenten 
Beihe darstellen lässt; es ist nämlich für jedes x 

^ = 1 + 17+ 2! + - ••' 

daher 

X 



S 



c* , 1 X , X — a . X* — a' , a;' — a' , 



2) Das Int^rral 



s 



kann für jedes Xj dessen | ^ | ^ 1 , durch eine Reihe dargestellt 
werden. Es ist nämlich, so lange — 1 < a? ^ 1, 



ff 

daher 


• 


1.(1 +X): 


X 

"" 1 


a?" 
2 






X 

f- 




X 


X 


X* 

2« 


+ 3« • • • 5 


daraus 


folgt ohneweiters 
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1 

dass aucli ^ >» — 1 genommen werden kann^ hat seinen Grand 
darin^ dass die ans der Integration hervorgegangene Reihe 
auch f&r diesen Wert noch conyergent ist^ wiewohl die zu- 
grunde gelegte nicht mehr convergirt. Daher ist weiter 

3) Man hat ffir jedes beliebige z 



X «' , Ä' 



M/ «1/ I M/ 

also beispielsweise 

/ein o; , 1 1 ^^^ 1 



Dagegen gilt nur so lange ^ als das Intervall (a, x) die 
Null nicht enthalt (260; 4)), die Formel 



dx 



a a 

1 X X* — a" , «* — o* 
a 2 • 2! ~ 4 . 4! 

4) um den Wert des Integrals 

J x**dx 



zu bestimmen^ beachte man^ dass für jedes positive x 
^x _ ^,iz _ 1 + ^a;^.a; + n'x'(l^)^ ^ . 

demnach ist 

111 1 

/ af'^dx^^ I dx + n I xl.xdx-\-^ 1 a^Q^xfdx -| ; 
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nun gilt nach 246^ 1) 

ilasans folgt, wenn m eine positive ganze Zahl nnd n «» m ist^ 

1 1 





= (- ly "•' 



\m 



Hiemach isjb endgiltig 

cd^^dx = 1 — ^ + 58 — ^4 + 

also insbesondere 

1 



f 



Jafdx^l—^-}-ji — ^+--. 





5) Es sei der W^ des Integrals 



/ 



2 

dx 



i 

za berechnen. 

Solange |a?|^l, lässt sich (1 -f- ir*)""* in eine conyer- 
gente Reihe entwickeln, welche nach steigenden Potenzen von 
X fortschreitet, and zwar ist 

das Integral hiervon 
daher zunächst 



/ 



1 

dx _ - Jl. J_ I 1 • ^ 1 



yi + «* 2 6 2-49 

i 

__. / Jl J^ 1 , 1^ 1 _ \ 

\ 2 2 * 6 . 2« ' 2 . 4 ' 9 . 2« ' "/ 
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In dem zweiten Theile des in f^; l) iind (1, 2) zerleg- 
ten Integrationsintervalles schreibe man 

9 

dx 



/ * dx 



xmd nun lasst sich fl +—4) für alle Werte von x aus 

dem Intervalle (1; 2) in eine eonvergente nach fehlenden 
Potenzen von x fortschreitende Reihe entwickeln: 

(i+i,r*=i_jLi-+iiii. 

Division durch a^ und gliedweise Integration gibt 

a? ' 2 ÖÄ» 2 . 49.«» "^^ * "» 
woraus ♦) 



/, 



8 

dx 1 11,1-81 



Vi + X* 1 2 6 2-49 

(±__}_ _i L Li? — \ 

\2 2 * 6. 2« ' 2 • 4 ' 92« " /" 

Demnach ist 

2 12 

/ ' dx ^ r dx , r i 

ofl 1 1,13 1 /l 1 1 ,18 1 W 

£t I ^ ■ ■ -— • — I — ^— • — ^— > • • • ■ I ^ ^-^ — • ■ I ■ I ■ — ^— • ■ I ■■ •••11 

*Ll 2 6 '24 9 \2 2 62« "^24 9 • 2» /J 



dx 



*) Man h&tte dieses zweite Theilintegral auch durch die Sub* 

Btitution 

1 

a; « — 

t 

Auf das erste zurückführen können; in der That ist 

2 1 

dz 



/ ' dx ^ /• 

1 4 
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6) Es ist in 260, 2) gezeigt worden, dass bei dem In- 
tegrale*) 

(4) f, ^^ , (0<fc»<l, 0<«<1), 

U 

die Integration bis x ^=^1 erstreckt werden könne, trotzdem 
die Function unter dem Integralzeichen f&r diesen Wert un- 
endlich wird. Zu dieser Erkenntnis kommt man auch direct 

durch die Substitution 

o; s= sin 9> , 

weil durch dieselbe das Integral (4) f&r rc »= 1 in ein eigentr 

liches sich verwandelt, allgemein in 



(5) 



^^''^=/vr^TO^' 



WO die obere GFrenze q> jenen Bogen aus dem Intervalle 
fo, y) bedeutet, welcher der früheren oberen Grenze x ent- 
spricht; ffir 9> SS Y y 'vv'&s dem früheren x^^l entspricht, 
zeigt nämlich diese Form nichts Besonderes mehr. (4) ist die 
algebraische, (5) die trigonometrische Form des dliptischen 
Normdlinteffräls erster Oattung, das bei vielen Anwendungen 
der Analysis auf Geometrie und Mechanik auftritt; k heisst 
der Modul des Integrals. 

um die Berechnung in der Gestalt (4) durchzufiLhren, 

entwickelt man (1 — h^x^'~^ in eine Potenzreihe, was für alle 
Werte ^ a?* ^ 1 zulässig ist, da fc* < 1 vorausgesetzt wird ; 
man erhält 



*) Für ib s und ib -» i gehört das Integral zu den elementaren 
und ist im ersten Falle 

dx 



yi—x 

im zweiten Falle 



/i 



= s» arcsm x 



/ ' dx _ 1 1 + x 



u 

im ersten Falle ist die obere Grenze o; — 1 zulässig , im zweiten 
Falle nicht. 
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(1 — *»a?«)""*— 1 + i- t»a^ + LJ **a^ + . . . 
und daraus weiter 

wobei 



re 



(7) J,,-f.^^. 

die Werte aller dieser Int^prale sind durch die Formel 244^ (35) 
bestimmt^ indem 



(8) 



r 1 • 8 • . ' (2 « — 1) 



(2p - l)(2p ~ 8) .^_5 , , (2p - 1) ... 8 1 

IT (2p — 2)(2p — 4) "^ ' ' ' ~ (2p — 2) . . . 2 '*'J 



ist. 

Geht man von der trigonometrischen Gestalt (5) aus und 
entwickelt 

(1 — i*Bin*9))"~*== ^ "I" Y **®^*9 + YTL^^^V'V " 'f 
so kommt 

(9) l \ ^^^._ ^j, + .lfcV, + ^A^c7,+ 



J yi — Ä« sin« 9 



2 "24 

und darin ist 

(10) Jfp =y sin*'' q> dtp , 



u 



wofQr sich aus (8) durch dieselbe Substitution^ welche (4) in 
(5) übergefQhrt hat, die Formel 



(11). 



j 1 . 8 • • • (2p — 1) _ 

•'«''"= 2 . 4 ... 2p 'f 



2p L ^ ' 2p 

T (2p - 2) (2p — 4) ""* 9"^ ^ (2p — 2)...2"°''J 



ergibt. 
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Als vollständiges elliptisehes Int^ral bezeichnet man das- 
jenige, dessen obere Grenze a?= 1, beziehungsweise (p^^-^ 
ist; sein Wert JT ist, da 



1 



9 



ynrp J ^ 2. 4. ..21, 8 

durch die Reihe 

IL 

1 8 



(12) 



J yi —x*)(l — k'x') J yi—k*aia*<p 







-Tb+{i)'^+t^''^ + -] 



dargestellt, welche um so rascher convergirt, je kleiner h ist. 
{VgL die 260, 2) für K gefundenen Grenzen.) 

7) Zu ganz ähnlichen Rechnungen gibt das Integral*) 



X 



(13) /y^^5<^* (0<Ä«<1, 0^a:<l) 



Anlass, dessen obere Grenze aus denselben Gründen wie bei 
dem vorigen Integral (4) bis o; =^1 1 hinausgeschoben werden 
kann; durch die Substitution 

o: =» sin^ 
verwandelt es sich in 



-JVT= 



(14) E(<p) = / y 1 — Ä« sin» <p dtp 



und lässt nun unmittelbar erkennen, dass die Grenze 9 = —- 



2 



*) Auch dieses Integral ist elementar, wenn jt ae 0, nämlich 






arcsmo;, 




und wenn k ^^ 1, nämlich 

X 


in beiden Fällen kann die obere Grenze auch 1 sein. 
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zulässig ist. (13) ist die algebraische, (14) die trigonome- 
trische Gestalt des dliptischen Nonnaiintegrais zweiter Gattung, 
Wir beschränken uns auf die letztere Form und entwickeln 

Vi — Jfe* sin' w = 1 — s i' sin* w — ^ ifc* sin*© — ^' ' A;^ sin*® 

' ' i ' Ä*4 2-4-D 

daraus leitet sich durch Integration, die auch hier, weil eine 
Potenzreihe nach dem Argumente sin 9, also eine gleichmässig 
convergente Reihe Torliegt, gliedweise voUzogen werden kann, 
die Reihe 

ab; die einzelnen Integrale sind nach (11) zu entwickeln. 

Wieder bezeichnet man als vollständiges Integral das- 
jenige, dessen obere Grenze a? = l, beziehungsweise 9 = -^ 
ist; sein Wert ist durch die Reihe 

(16)4-^) = ^[l-y y-I^tD T-läTTe) y- -J 
gegeben. 

§ 4. Differentiation duroh Integrale deflnirter Functionen. 

267. Schon bei der Begriffsentwicklung des bestimmten 
Integrals ergab sich die Thatsache, dass ein bestimmtes In- 
tegral, das auf eine in (a, /3) endliche Function f{x) sich be- 
zieht, eine Function der oberen, innerhalb (a, ß) variabel 
gedachten Grenze ist, und dass es nach dieser Grenze diffe- 
rentiirt die Function f{x) ergibt, fidls dieselbe an der betreffen- 
den Stelle stetig ist (217). 

In der Darstellung einer Function durch ein Integral mit 
veränderlicher oberer Grenze liegt eine wesentliche Erweite- 
rung des Functionsbegriffs; so sind durch 



X 



a 



X 



y il-a:^l-k'xy (**<!' 1^1^1)5 



X 


C sab er, Vorletangea. II. 10 
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neue transcendente Functionen von x definirt — der Integral- 
logaritlunus, Integralsinus, Integralcosinus, das elliptische In- 
tegral erster und zweiter Gattung — welche eine andere Dar- 
stellung mittelst der elementaren Functionen in geschlossener 
Form nicht gestatten. 

Die Formel für die Differentiation derart definirter Func- 
tionen lautet demnach 



(1) 



D^ff(x)dx^f(x). 



Hiemach ist beispielsweise 



u 

und ^A -j— für < o; < 1 negativ, für x>l positiv ist, so ist 

It X 



die durch 



/dx 



definirte Function von x = bis rr = 1 ab- 



nehmend, von o; = 1 an wachsend, und hat an der Stelle o; = 1 
ihren kleinsten Wert. 

X 

Die geometrische Darstellung der Function / f{x)dx ist, 

a 

wenn man y = f{x) als Gleichung einer Curve CM, Fig. 119, 
in rechtwinkligen Coordinaten ansieht, durch die Fläche AP MC 



Fig. 119. 



Fig. 119 a. 



^1 




Ol A 



Pdjc 




gegeben*). Bei dieser Auffassung sagt die Gleichung (1), der 
Differentialquotient der Fläche AP MC in Bezug auf die 



*) In allgemeinster Fassung bedeutet das Integral die algebraische 
Summe der von dem Linienzuge ÄPMC umschlossenen Flächen, die im 
positiven Sinne umfahrenen positiv, die im entgegengesetzten Sinne um- 
fahrenen negativ genommen, Fig. 119 a. 
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Endabscisse OP ^= x sei die Endordinate PM, und das Diffe- 
rential dieser Fläche das Rechteck aus dieser Ordinate mit dem 
Differential jener Abscisse. Wird dieses letztere Differential 
als positiT festgesetzt^ so ist das Fläohendifferential positiv 
oder negativ, stellt also eine Zu- oder eine Abnahme der 
Fläche vor, jenachdem f{x) > oder f(x) < ; den Stellen, 
wo f{x) = 0, entsprechen also im Allgemeinen extreme Werte 

der Function j f{x)dx. 

a 

Auch ein Integral mit variabler unterer Grenze x^ wie 

b 

ff(x)dx, 

X 

definirt eine Function von x^ und ihr Differentialquotient ist 

6 X 

(2) D,ff(x)dx = D. { -ff{x)dx \ f{x) . 

X b 

Man spricht dies auch dahin aus, der Differentialquotient eines 
bestimmten Integrals nach seiner unteren Grenze sei der zu 
dieser Grenze gehörige Wert der Function unter dem Integral- 
zeichen, aber mit entgegengesetztem Zeichen genommen. 

Das zugehörige Differential stellt, wenn das Differential 
von X positiv ist, eine Ab- oder Zunahme der durch das In- 
tegral dargestellten Fläche vor, jenachdem fix) >0 oder f(^x) < 0. 

268. Die Function unter dem Integralzeichen enthalte 
ausser der Integrationsvariabein x einen veränderlichen Para- 
meter y und sei in dem Intervalle (a, b) integrirbar, welchen 
Wert aus dem Intervalle (o, et) man dem Parameter y auch 
ertheilen mag*, dann hängt der Wert des Integrals 

6 
a 

von dem besonderen Werte ab, welchen man dem y ertheilt 
hat, mit andern Worten, dieses Integral definirt eine Function 
von y auf dem Gebiete (c, d); bezeichnet man sie durch 0(y)y 
so gilt für sie die Definition 

6 

(3) 0{y) =ff{x, y)dx (c^y<d). 



10 



• 
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Zunächst lässt sich zeigen^ dass 0(y) eine stetige Function 
von y in (c, d) ist, wenn die gleiche Eigenschaft für f(x, y) 
gilt bei jedem Werte x aus (a, b). Denn diese Stetigkeit von 
f(x, y) hat zur Folge, dass sich zu einem beliebig klein fest- 
gesetzten positiven £ ein hinreichend kleines positives 17 be- 
stimmen lässt derart, dass 

I f{x, y + Tc)- f(x, y)\<8 (a^x£b) 

ist, wenn nur y und y + ^ ^ö™ Intervalle (c, d) angehören 

und I X: I < ^ ist. Da nun 

b b 

(4) { 

=f{f(py y + Ä) — f(x, yy]dx, 

a 

SO ist unter den gemachten Voraussetzungen 

b 

^(y + Ä) — <^(y) I < £j da; = £(6 — d) ; 

a 

die linksstehende Grösse kann also bei endlichem (a, 2)) unter 
jeden positiven Betrag gebracht werden, daher ist thatsächlich 
<^(y) stetig im Intervalle (c, 3). 

Die Bedingungen dieses Satzes sind sicher erfüllt, wenn 
f{Xy y), als Function zweier unabhängigen Yariabeln aufgefasst 
(44), eine stetige Function ist in dem durch die Relationen 

bezeichneten Bereiche. 

Aus der Gleichung (4) folgt 

b 

^(y + fe) - ^(y) _ Cf ip^. y + A:) - f{x, y) ^^. 

a 

besitzt f{Xy y) an jeder Stelle öt ^ ä; ^ 6 einen endlichen ersten 
und ebenso einen endlichen zweiten Differentialquotienten in 
Bezug auf y, — der erstgenannte ist dann noth wendig stetig — , 
so kann die Taylor'sche Formel angewandt und 

f{x, y + Ä) = fix, y) + Uax, y) + ^ fy{x, y + Qk) 

(0 < e < 1) 



Dritter Abschnitt. Einfache und mehrfache bestimmte Integrale. 149 
gesetzt werden. Dann aber verwandelt sieb die obige Formel in 

(5) *(y + ^) - *(y) ^ß^^^ y-^Ax + ^jn\x, y + elc)dx. 

a a 

Ist das Intervall (a, V) endlich, so haben auch die In- 
tegrale der rechten Seite endliche und bestimmte Werte und 
gibt der Grenzübergang lim i = 

6 

(6) ^\y) =ffy(x, y)dx. 



a 



Aber auch bei einem unendlichen (a, b) gilt diese Formel, 

b b 

wenn die beiden Integrale f fi{x, y)dx und f fy(Xy y)dx bei 

a a 

jedem c^y^d vorhanden sind. 

Die Formel (6) spricht den folgenden Satz aus: Die durch 
b 

das Integral f f(x, y)dx definirte FuncHcm von y kann in der 

a 

Weise differenüirt werden, dass man die Differentiation an der 
Function unter dem IntegraUeichen volhieht. 

Die Bedingungen, unter welchen dieser Process zur Aus- 
führung gebracht werden darf, den man als Differentiation 
unter dem Integralzeichen bezeichnet, sind im Laufe der Deduction 
angegeben worden. 

Die Grenzen a, h galten bisher als unabhängig von y. 
Es ist nun leicht, auch den allgemeinsten Fall, die Di£Peren- 
tiation einer Function 9^(y) zu erledigen, welche durch das 
Integral 

V 

(7) ff{x, y)dx 

U 

definirt ist, dessen Grenzen u, v Functionen des Parameters y 
der Function unter dem Integralzeichen sind. Das Symbol (7) 
ist dabei als eine zusammengesetzte Function der Yariaheln y 
(54) aufzufassen und demgemäss zu behandeln; man erhalt, 
der Reihe nach die untere, die obere Grenze und das y unter 
dem Integralzeichen ins Auge fassend und von den Formeln 
des vorigen Artikels Gebrauch machend, 
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V 

(8) Wir,) = - f{u, y) 1^ + f{v, y) |^ +Jf;(x, y)dx . 



U 



269. Wenn das Integral jf{x,y)dx ausgewertet, also 

a 

die durch dasselbe definirte Function 9{y) explicit dargestellt 
ist, so kann die Differentiation nach y in zweifacher Weise, 
an dem Integrale laut Formel (6) und an der expliciten Dar- 
stellung, vollzogen werden; die Gleichsetzung der beiden 
Resultate liefert eine neue Integralformel. 

Auf diesem Wege können aus vorhandenen Integralfor- 
meln durch Differentiation neue Formeln abgeleitet werden. 

Beispiele, 1) Es ist far jedes « > — 1 

1 

1 



/ 



X^dx = TT' 

« + 1 



betrachtet man n als veränderlichen Parameter und differen- 
tiirt beiderseits m-mal nach demselben, so ergibt sich 



1 

in • 



1 • 2 • • t» 



(n + ir+^ 

1/ 

Das Verfahren ist auf der linken Seite anwendbar, weil 

1 

alle Integrale rx^(l.x)^dx, wenn n> — 1 ist, bestimmte 



Bedeutung haben, indem dann die Function unter dem Integral- 
zeichen bei lim x = -\-0 entweder gegen Null convergirt, wenn 
n > (109), oder unendlich gross wird von niedrigerer als 
erster Ordnung, wenn > n > — 1 . 
2) Es ist für jedes y > 






e-y'dx = — 





(261, 3)); differentiirt man beiderseits n-mal nacheinander in 
Bezug auf y, so ergibt sich als Endresultat 







1 • 2 • • • « 

xT--"dx = -' 



y" + l 
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insbesondere folgt daraus fdr y = 1 



u 



Die Zulässigkeit des Verfahrens folgt aus 262, 2). 
3) Sieht man in der Formel (255, (18)) 



/ 



n 

y 

dx n 



(a6>0) 



a* cos* ir-|-6*sin*a; 2a6 


einmal a, ein zweitesmal h als veränderlichen Parameter an 
lind differentiirt darnach, so ergeben sich die neuen Formeln 



n_ 
2 

cos* xdx n 



r 

J (a*cos*a: + 6*sin"a;)* 4a'& 





n 

sin* xdx n 



r _ 

^ (a*cos*a; + 6*8in*a?)* 4a6' 





und durch ihre Summirung die weitere Formel 






f ^j? ^- (^ + -M . 

,7 (o*cos*rc +.&* 8in*rD)* 4a6\a* ' 6*/ 



Wiederholt man an dieser denselben Vorgang, so kommt 
man zunächst auf 



7t 

T 



cos* xdx n /3 , l\ 

a*co8*aj4- 6* sin»«)» ~ 160*6 Vö» "•" 6*/ 



f 

J (a* cos* X + 





n 

y 



r sin* xdx n [ 1 , 3 ^ 

J (a*co8*a; + 6*sin*a?)» ~ "1606* Vö» ' 6» / 





nnd durch Summirung weiter auf 



/i 



n 

y 

dx 



(a* cos* X -\- h^ sin* rc) 



^ /3 I 2 S\ 

• sin* a:)» "" 16a6 W "• a*6* "^ 6 V * 



Das Verfahren kann beliebig oft wiederholt werden. 
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270. Mit Hilfe der Differentiation unter dem Integral- 
zeichen gelingt es mitunter, ein vorgelegtes Integral zu be- 
stimmen. Handelt es sich beispielsweise um 

b 

a 
b 

und kann man / /y(^; y)dx auswerten, also 0\y) explicit 

a 

darstellen, so ist die Bestimmung Ton 9(y) nun auf die In- 
tegration von 0\y) zurückgeführt; gelingt diese, so ist damit 
der Wert des vorgelegten Integrals gefunden. 

Wir benützen dieses Verfahren, um einige wichtige In- 
tegralformehi zu gewinnen. 

Beispiele. 1) Das Integral 



/ 



sino; -, 

e-y* dx 

X 





hat für jedes positive y, die Null eingeschlossen, einen be- 
stimmten Wert und stellt eine auf dem ganzen Gebiete 
(0, -|- oo) stetige Function von y dar, die mit <P(y) bezeichnet 
werden möge. 

Um die Richtigkeit dieser Behauptung zu erkennen, zer- 
lege man nach dem in 268 erläuterten Vorgänge das Integra- 
tionsgebiet in die Theile (0, jr), (in:, 2ä), . . ., bezeichne die 
auf diese Theile bezüglichen Integrale mit a^, ci^, . . . und be- 
trachte den Wert des ganzen Integrals als Grenzwert der un- 
endlichen Reihe 

ö^o + «1 + «2 H • 

Construirt man die Curven 

sino; 

Fig. ISO. "^ ^ 

und 

sinx 

^*^^i;2;;i=*^ ^^ so bilden sie Wellenzüge glei- 
cher Wellenlänge; die Ampli- 
tude der Wellen der zweiten Curve nimmt mit dem Wachsen 
von y immer mehr ab. In Fig. 120 entspricht die voll ge- 
zeichnete Wellenlinie der ersten Gleichung, die punktirt ge- 
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zeichnete einer Curve der zweiten Gleichung: für y == fällt 
die zweite Curve mit der ersten^ für j/ = -f- oo aber fällt sie 
mit der X-Axe zusammen. 

Bezeichnet man die zu 1/ = 0^ also zu dem Integrale 

sino; 




dx gehörige Reihe mit 

sc 

so ist aus der Figur unmittelbar zu erkennen, dass 

und da beide Reihen altemirend sind und die zweite conver- 
girt (263, D), so convergirt auch die erste. 

Man kann femer zwei Werte y^ y' immer so nahe anein- 
ander wählen^ dass die zugehörigen Partialsummen Sn und s^ 
als stetige Functionen von y um weniger als £ dem Betrage 
nach sich unterscheiden, so dass 

5n — 5n I < f ; 



femer kann man durch Wahl des n bewirken, dass auch 
I r» I < 6 und I rn I < f ; denn (75) es ist bei hinreichend 
grossem n \ a^^^ \ < £, daher auch 



rn\<\an\^W^\<^\ 
infolge dessen ist 

(s« + ri) — (Sn + rn) I < 3£ 



und dadurch die Stetigkeit ron 0(y) erwiesen. 

Die Differentiation unter dem Integralzeichen ist statthaft; 
denn es ist 



sino; 



fy{Xy y) = — e-y' sin rr , fy{x , j/) = a; e-^' sin rr , 

und die beiden Integrale f fy(x, y)dxy f fy'(x, y)dx existiren 

u 

für y>0; ersteres yermöge 261, 4), letzteres, weil 
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CO Qp 

I xer'-^' smxdx\<, f xe~''^'dx 

u u 

l y Jo ' yj y* 





Nach der eben citirten Formel ist 



*'(y) = — Jerv' sin xdx = — — ^- , 





und daraus wieder folgt 

J 0\y)dy = a>(oo) — a>(y) == — (arctg y} J= arctgy — |- 
insbesondere 



/ 





Nun aber ist auf Grund der Torausgeschickten Betrachtung 
®(oo) = 0, «(0)=y%da;; 



damit ergeben sich die wichtigen Formeln 

(9) <P(y) =Je-v' '^ dx = arctg | 



und 

(10) pj^dx^^. 





oo 



2) Das Integral / ^"^^^ da; hat allerdings für jedes y ei 



einen 



bestimmten Wert^ aber die Differentiation nach y unter dem 
Integralzeichen ist auf dasselbe nicht anwendbar; denn setzt 

sin yx >./ x . , 

man — ^— = f{Xy y), so ist 
sc 

fvi^j y) = cos yx , fy\x, y) = — ar sin yx 



00 CO 



und keines der Integrale f fy{Xj y)dx, j fy{^, y)dx hat 
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einen Sinn. In der That ist die Function <P(y), welche 
durch obiges Integral dargestellt ist, eigenthümlicher Art. 
Setzt man nämlich yx = t, so sind die Grenzen des neuen 
Integrals 0, + oo oder 0, — oo, jenachdem y positiv oder 
negativ ist; folglich hat man 



00 00 



füry>0 0(y)^f^dx^ f^ ^* ^ ^' 



Ü U 

■00 _oo 



% 

während 

0(0) = 

ist. Es hängt also ^{y) nicht von dem Betrage, sondern nur 
von dem Vorzeichen des y ab und bleibt für alle positiven 
wie für alle negativen y constant, ist aber an der Stelle y = 0, 
wo es den Wert besitzt, unstetig. 

3) Von der Existenz des Integralwertes 

00 

<I>(y) = / er-^ cos 2yx dx 



überzeugt man sich nach der in 263 entwickelten Methode 
durch Zerlegung des Integrationsgebietes in die Theile 

V^ 4|y|r U|y|' 4|y|r \^\y\' 4 | y | T 

Die Differentiation unter dem Integralzeichen ist statthaft; 
denn es ist 

f{Xf y) = e~** cos 2y2;, fy{^, y) = — 2a;6^** sin 2yx, 

fy{x, y) = — 4x^6^** cos 2ya;, 



OD 00 



und die beiden Integrale j fi{^, y)dx, f fyipo, y)dx haben 



bestimmte Werte, was wieder durch Theilung des Gebietes 
und Übergang zu Reihen festzustellen ist. 
Es ist also 

9\y) = — J 2:re-*'sin 2yxdx 



u 

00 



= {e^** sin 2ya;}jj — 2yJ e'-''^cos2yxdx, 
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*'(y) 2y*(y); 

daraus folgt 

*(y) *' 

und 



J *(y) 





*'(y)dy 



= ^a>(y)-Z.«(0) y*; 



mithin ist 



(11) a>(y) = a>(0)e-8'* = e-^fe-'^dx, 



Die Wertbestimmung des obigen Integrals hängt also von 
einem neuen Integrale ab^ das wir sogleich finden werden. 
4) Die Existenz und Stetigkeit der Function 



F{y)=fe-^^^dx, 





ebenso die Statthaftigkeit der Differentiation unter dem Integral- 
zeichen ist nach der Methode des Artikels 2d8 wieder leicht 
zu erweisen. Daher ist 

F\y) =f2 c-** cos 2yxdx, 



und nach Formel (11) 

OD 

F{y) = 2e-y^fe-'^dx', 



setzt man also 

/ er-"^ dx = Jy 



so ist weiter 

r(if) = 2Je-y' 
und daraus 

\F{y)dy = F{y) -F{0) = 2jfe-^dy, 

b 

insbesondere 

00 OD 

JF{y)dy = F{oc) — F(0) = 2jfe~»'dy = 2/». 
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Für y > ergibt sich durch die Substitution 2yx = t 



und hieraus erkennt man^ dass 



andererseits ist 

2^(0) = 0. 
Demnach hat man 

d.h. 



(12) A-** dx = '^ 
und 

(13) F(y) = JV«^ ^2|2^ dx = Y^f^t/" dy, 



Das durch die Formel (12) bestimmte Integral spielt in 
yielen Gebieten der Anwendung eine grosse Rolle. Durch die 
Substitution x = tYv verallgemeinert lautet die Formel 



00 



e-y^dt = \y^ (y>Oy, 



ß 



y 

differentürt man beiderseits n-mal in Bezug auf y^ so kommt 

zustande^ und wird y=s\^ t^=^x gesetzt^ so ergibt sich 
die Formel 

, . /* 1 . 8 . . . (2n — 1),/- 

(14) Jc(?^(r-^dx^ ^^rh ' y^ ' 



Hingegen ergibt sich durch partieUe Integration 




.90 
ICO g- 



0^''+^ er-"^ dx = — Iq^^^'ö f" ** / ^''""^ er^dx 



QO 



= n I 3?*-^(r'^dx, 



(1) 



I 
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und durch n-malige Wiederholung des Vorgangs 

(15) Jx^^+^e-'^dx =y; 



wie auch durch die Substitution x^=t auf Grund von 262, (21) 
hätte gefunden werden können. 

§ 5. Integration dnroh Integrale deflnirter Fonetionen. 

Bas Boppelintegral. 

271. Es sei f{Xj y) eine in dem Gebiete, das durch die 

Relationen 

a^x^l 

bestimmt ist, stetige Function der Yariabeln x, y; dann 
ist auch 

6 

(2) 0(y)=^ff(x,y)dx, 

a 

wie in 268 bewiesen worden, eine stetige Function der Varia- 
bein y in dem Interralle (c, ä) und daher innerhalb desselben 
integrirbar; ist also c<Cy<Cd, so existirt das Integral 

/ 0(y)dy, und sein Wert ist durch die Formel 

c 

(3) JO(y)dy =-f\ffKX, y)dy] dx 

e a c 

bestimmt; denn difPerentiirt man diese Gleichung in Bezug auf 
die obere Grenze y, so darf die Differentiation rechts an der 

Function unter dem Integralzeichen, d. i. an / f{x, y)dy voll- 

zogen werden und gibt (267) fix, y)\ demnach kommt that- 
sächlich wieder die Gleichung (2) zustande. 

Die Formel (3) besagt, dass an einer durch ein Integral 
von der Form (2) definirten Function von y die Integration 
zwischen gegebenen Grenzen vollzogen werden kann, indem 
man sie an der Function unter dem Integralzeichen ausübt; 
es verbleibt dann wieder nur die Integration in Bezug auf x 
zwischen den vorgeschriebenen Grenzen a, &. Man bezeichnet 
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diesen Vorgang als IntegraMon unter dem Integrodeeichen. Nach 
den Darlegungen in 268 erfordert die Zulässigkeit eines solchen 

Verfahrens auch noch die Existenz des Integrals f fy{x, y)dx 
für alle Werte c^y^d. 

Zur Vereinfachung der Bezeichnung schreibt man ftlr die 
rechte Seite von (3) 

(4) ß^ffi^y y)^y^ 

a c 

worunter also zu verstehen ist, dass zuerst f(Xy y) in Bezug 
auf y zwischen den Grenzen c, y, wobei x wie eine constante 
Grösse behandelt wird, und das Resultat in Bezug auf x zwischen 
den Grenzen a, & zu integriren sei. Insbesondere ist für y = d 

d b d 

f^{y)dy =fdxff{x, y)dy, 

c a c 

und setzt man links f&r ^{y) den Wert aus (2) ein, so kommt 

d b b d 

(5) f^yff(^^ y)^^ =fdxff{x, y)dy. 



a 



In dieser Gleichung spricht sich der wichtige Satz aus: 
Sind an der im Gebiete (1) stetigen Function f(x, y) nachein- 
ander die Integrationen in Bezug auf x und y sswischen den 
bezüglichen Grenzen a, b und c, d zu vollführen , so darf ohne 
Beeinträchtigung des BesuUates die Beihenfolge dieser Integrationen 
auch umgekehrt werden. 

Die Differentialrechnung besitzt einen hierzu analogen 
Satz (51). 

Analytische Ausdrücke von dem Baue, wie ihn die beiden 
Seiten der Gleichung (5) aufweisen, bezeichnet man als Doppel- 
integrale. Ihre Ausrechnung führt auf die Ausführung zweier 
Integrationen in dem bisherigen Sinne oder zweier einfachen 
Integrationen zurück. 

Anders verhielte es sich, wenn die Function 0(y), an 
welcher die Integration zwischen vorgeschriebenen Grenzen 
c, d vorzunehmen ist, gegeben wäre durch ein Integral 
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in welchem auch die Grenzen von dem Parameter y abhängen; 
formell wäre das Resultat durch 

ä cp,(y) 

(6) J dyj f{x, y) dx 

c <Po{y) 
dargestellt-, aber an die Ausführung der Integration nach y 
könnte erst geschritten werden, wenn die Integration nach x 
vollzogen wäre. Bei dem Doppelintegrale (6) kann also von 
einer XJmkehrung der Reihenfolge der Integrationen im Sinne 
des obigen Satzes nicht die Rede sein. 

Die Integration unter dem Integralzeichen ist ebenso wie 
die gleichgeartete Differentiation ein Mittel, um aus yorhan- 
denen Integralformeln neue abzuleiten, mitunter vorgelegte 
Integrale zu bestimmen. 

Beispiele, 1) Für jedes y > ist 

I e-y'^dx = — ] 



sind daher a, b zwei positive Zahlen und integrirt man nach 
y zwischen denselben, so ergibt sich, wenn man diese Integra- 
tion links unter dem Integralzeichen, also an der Function 

{g— «yl* g—o* g— &« 
— — J = erhalten wird, 

die neue Jb'ormel 

OD 

^ "^ ^dx = l- (a>0, &>0). 



00 



X a 





2) Sobald nur y^ — 1 ist, gilt die Formel 

1 

/Qc^ dx = — ; — : 
y + 1 ' 



durch Integration nach y auf einem Intervalle (a, &), das die 
negative Einheit nicht einschliesst, erhalt man daraus 

a a 

d. i. 



j 



^ x^ — g^ ^ 7 l+J_ 
l.x ' a + 1 
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Übrigens kann aus dieser Formel die des vorigen Bei- 
spiels mittels der Substitution x = e^ abgeleitet werden. 

3) Für jedes y > hat man (261, 4)) \) . \ -^ ^ 



f c^J'^sin hxdx = 



y' + &»' 



sind demnach a^ ß irgend zwei positive Zahlen^ so darf man 
nach y zwischen den Grenzen a, ß integriren und erluUt, 
wenn man die Integration links unter dem Integralzeichen 
Yomimmt, — von der Statthaftigkeit des Vorgangs kann man 
sich leicht überzeugen — 







— ax ^— /^« 



cosbxdx = ^l ^.'^^^ 



X 2 'a^+a^ 



sin hxdx = arctg-— — arctg-^ 



X ® 6 

(a>0, /5>0). 



Lasst man nun lim a =» -j- und lim ß = -{-oo werden, 
so hat die rechte Seite der ersten Gleichung den Grenzwert 
+ oo, die rechte Seite der zweiten Gleichung aber den Grenz- 
wert — oder — — , jenachdem b eine positive oder eine nega- 
tive Zahl ist. Hiemach gelten die Formeln 



/ 





cos da; , , 

(^a? = -[- oo 



X 




X 

*~ 2 

die letztere ist 270, 2) auf anderem Wege gefunden worden. 
4) Der Wert 

J = I er-'^dx, 


Cinber, Vorleiungen. IL 11 
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dessen Existenz schon 262 ^ 3) erkannt und der in 270^ 4) 
auch bestimmt wurde, bietet zunächst zur Anwendung des 
vorliegenden Verfahrens keinen Anhalt, weil die Function 
unter dem Integralzeichen keinen Parameter enthält. Formt 
man aber das Integral durch die Substitution x = yt (y>0) 
um, so konmit 



und 



jetzt stellt das rechtsstehende Integral die auf der linken Seite 
explicit ausgedrückte Function von y dar, welche Integration 
auf dem Interralle (0, oo) zulässt, die rechts auch unter dem 
Integralzeichen yorgenommen werden darf; man findet so 



jfe-^dy =fdtfe-^^^-^^)ydy, 





also 



«^ =/zri|Vt^/^**<'+''' <i(- y*(i + ^>) > 



woraus sich, wie an der letztcitirten Stelle, /= i^ ergibt. 

272. Entsprechend der sunmiatonschen Bedeutung des 
bestimmten einfachen Integrals (214) hat auch das besHmnUe 
Boppdintegrci die Bedeutimg des Grenzwertes einer gewissen 
Summe, und zwar einer Doppelsumme, gebildet mit Werten 
einer Function von zwei Variabebx. 

Es sei f(x, y) eine fElr alle Wertverbindungen x/y, welche 
den Bedingungen 

la<x<b 

genügen, eindeutig gegebene stetige Function. In geometri- 
scher Darstellung entspricht dem Gebiete (7), das kurz mit P 
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Fig. 121. 



bezeichnet werden möge, ein Rechteck ÄCBD in der xy- 
Ebene, Fig. 121, dessen Seiten der y- und a?-Axe in den Ab- 
standen a, by resp. c, d parallel laufen. 

Durch Einschaltung der steigend geordneten Werte 

werde das Intervall (a, b) in 

die Theüe Q 

• ■ 

(Xik-i, X2k) A-A H 

(Ä;=l,2,...i)5 x^ = a, X2p = b), 
ebenso durch Einschaltung von 



v^» 



^h-M 



^7/. 



yw 



d 



.^ ^Mäsia 



a 



"»K 



D R 



w 



IV 



das Intervall (o, d) in die Theile 

(yu-i] yn) 

(Z=l,2,...gr; Vo^c, yt^^d) 

zerlegt. Daraus geht eine Zerlegung des Gebietes P beider 
Variabein in ein Netz von Rechtecken hervor, deren eines, 
ayßdy den Intervallen (y2*-2, y2*), (^2^-2, ^20 entsprechen 
möge. 

Sind weiters x^k—iy y%i—i zwei beliebige Werte aus den 
beiden letztgenannten Intervallen, so entspricht ihrer Verbin- 
dung ein Punkt aus dem Rechtecke ccyßäy mit Einschluss 
seines Randes, und weiters ein bestimmter Wert f^Xik—i, yn—i) 
der Function f(Xy y). 

Bildet man nun fOr jedes Theilrechteck ayßd das Pro- 
duct (xik — i»2jt-2)(y2j— yii-9)f(oc2k-iy y2i~i) und vereinigt 
diese Producte zu der über alle Theilrechtecke von P sich 
erstreckenden Doppelsumme 

(8) s =2* ^ (^8* — Xik--9)(ifii — yii-i) /'(^2*-i, y2/-i), 



so lasst sich von dieser erweisen, dass sie v/nter den vber die 
Function f(x, y) gemachten Voraussetgungen bei beständig wach- 
senden p und q u/nd bei beständiger Abnahme aUer Theüe 
(a?2*-2, ^2*), (y2/-2, y%i) gegen Null einer bestimmten Orenise 
sieh nähert, und dass diese Orenge eusammenfaUt mit den in 
der Gleichung (5) vereinigten Doppelintegralen, 

Der Gedankengang des Beweises ist conform dem in 
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213 entwickelten und soll nur in kurzen Zügen hier gegeben 
werden. 

Es bezeichne nik^i den kleinsten, M^^i den grössten 
Wert der Function f{Xy y) in dem Theilrechtecke ayßS] 
m den kleinsten, M den grössten Wert der Function in dem 
ganzen Gebiete P. 

Der besondere Wert der Doppelsumme, welcher durch die 
Wahl von nik^i für fix^k—ij y^t—i) entsteht, heisse S^; der 
aus der Wahl von Mk^i entspringende Wert sei S'. 

Ersetzte man endlich in S jedes f{x2k^i, Vn—i) durch m, 
so nähme sie den Wert (b — a)(d — c)m an, und den Wert 
(b — a)(d — c)M, wenn man statt /"(iCat—i, J/a/— i) jedesmal 
M setzte. 

Und nun besteht die Ungleichung 

(9) (b — a)(d — c) w < Si < S < S'< (b — a)(d — c)M, 

derzufolge jedes S schon zwischen zwei feste Grenzen ein- 
geschlossen erscheint. 

Wird die Theilung von P dadurch weitergeführt, dass 
man zu den früher eingeschalteten Werten x^k, y^i neue hin- 
zufügt, so wird die mit S^ bezeichnete Summe im Allgemeinen 
wachsen, ohne den Betrag (b — a)(d — c)M jemals über- 
schreiten zu können, andererseits wird die mit S' bezeichnete 
Summe abnehmen, ohne unter (b — a)(d — c)w herabsinken 
zu können. Beide Summen nähern sich also einander und 
convergiren gegen eine gemeinsame Grenze, welche zugleich 
der Grenzwert der eingeschlossenen Summe S ist, weil ihre 
Differenz 

(10) S'— Si = ^^ (Xik — X2k-i)(jf2i — yii-i)iMk,i — mk^ i) 

vermöge der Stetigkeit der Function f(Xy y) schliesslich kleiner 
wird als eine beliebig kleine festgesetzte positive Grösse e. 

um dies zu zeigen, sei Xk/yi der Mittelpunkt des Recht- 
ecks ay/5d; weil f{Xy y) im Bereiche P stetig ist, lässt sich 
zu einem beliebig klein festgesetzten positiven A ein hinrei- 
chend kleines positives rj bestimmen derart, dass 

'^(^7 y)—f(^kyyi)\< A, 
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SO lange \x — Xk\<ri und \y — y* | < i? (42); ist also die 
Theilung von P einmal so weit gediehen , dass jedes Theil- 
rechteck nach beiden Richtungen eine Ausdehnung kleiner als 
2ri besitzt, so ist auch 

\Mk,i — f(xk,yi)\<X 
und somit 

daher 

S'— Si<(fe--a)(d — c).2A; 

wählt man also 2A = tt rj^ r, so wird in der That 

(h — ä)(d — c)' 

S'— Si<f, 

sobald nur alle Theile (x%k-2f ^tk)y {y%i—%y tfn) kleiner ge- 
worden sind als 217. 

Dass der gemeinsame Grenzwert der Summen S^, S, S' 
unabhängig ist von der Art der Theilung des P, ergibt sich 
daraus, dass jedes S^ kleiner ist als das auf dieselbe oder 
irgend eine andere Theilung gegründete S'; der Beweis hiefÜr 
ist ganz analog dem in 218, 4) gegebenen zu fOhren. 

Die Bestimmung des Grenzwertes von S kann nun auf 

zwei verschiedene Arten erfolgen. Vollzieht man zuerst den 

Grenzübergang für die Variable x^ so entsteht 

9 p 

^{y^i — y8<~2)lini^(a?2t — iTg*-«) f(x2k^i, yji-i) 
1 1 

a 

und hieraus durch Ausführung des Grenzüberganges für y 

d b 

f^yff(^,y)^^j 

c a 

dagegen erhält man bei Ausführung der Grenzübergänge in 
der umgekehrten Reihenfolge 

P d 

^ (Xik — Xii^i) jf{x2k-iy y)dy 


und dann 
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fdxff(x,y)dy; 



sodass, wie oben behauptet worden ist, 

d » b d 

f^yffi<^y y)^^ =j <^«yV(«j y)^y 



(11) 



a 
2 JL 



= lim >' >*(a;2t — a?2*-2)(y2<— y2z-0/*(«*-i, yjj-i), 



wobei der Grenzübergang für limjp = oo, limg^ = oo und 
derart zu vollziehen ist, dass alle x^k — ^2*— 2 und y^i — yu—% 
gegen Null abnehmen und XQ = ay a;ap = 6; ^0*==^; yij=d ist. 
Dieser Bedeutung des Doppelintegrals entspricht die Be- 
zeichnung desselben durch 

(12) fff(x,y)dxdy; 

P 

f{Xj y)dxdy heisst das Element des DoppdinkgralSj P sein 
Gebiet; und weil dieses in geometrischer Darstellung durch 
eine Fläche, im Yorliegenden Falle durch die Fläche eines 
Rechtecks, yorgestellt ist, so nennt man ein Doppelintegral 
auch ein Flächenintegraiy zum Unterschiede davon ein einfaches 
Integral auch ein Linieninteffrai, weil hier das Integrations- 
intervall durch eine Linie yersinnlicht werden kann. 

Wenn die Ausrechnung des Doppelintegrals nach dem 
ersten Vorgänge erfolgt, so geschieht die erste Integration bei 
festem y in Bezug auf x, geometrisch ausgedrückt, längs einer 
das Integrationsgebiet durchsetzenden Transyersale wie MN, 
Fig. 121; dieser Integralwert wird dann in Bezug auf y auf 
dem Intervalle (c, d) integrirt. Nach dem zweiten Vor- 
gange geschieht die erste Integration bei festem x nach y, 
also nach einer das Integrationsgebiet durchsetzenden Trans- 
versale wie QR, worauf die Integration dieses Integral wertes 
in Bezug auf x in dem Intervalle (a, h) folgt. 

278. Es Uegt nun nahe, den Begriff des Doppelintegrals 
dahin zu erweitem, dass man ein beliebig begrenztes Integror 
tionsgebiet P, Fig. 122, zu Grunde legt, auf welchem die Func- 
tion f(Xy y) endlich und stetig ist. Die Integration von /^(a?, y) 
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Flg. 122. 




erstreckt sich dann auf solche Wertverbindungen x/yy welchen 
Punkte innerhalb und am Rande von P entsprechen ; analytisch 
sind derlei Wertverbindungen dadurch 
gekennzeichnet^ dass sie einer oder meh- 
reren Relationen von der Form 

(13) ^(a;, y) ^ 

genügen; so würde, wenn das Integra- 
tionsgebiet ein um mit dem Radius R 
beschriebener Ereis wäre, diese Relation 

o(? + y^ — B^<0 

lauten, dagegen durch die drei Relationen 

^^0, y^O, x^ + y^ — B^^O 

zu ersetzen sein, wenn nur der erste Quadrant dieses Kreises 
das Integrationsgebiet darstellte. 

Am einfachsten gestaltet sich die Darstellung eines solchen 
Doppelintegrals, wenn die Randcurve C von P durch jede 
Transversale parallel zu einer der Goordinatenaxen nur zwei- 
mal geschnitten wird. TrifiPb dies bei den Transversalen parallel 
zu OF zu, so führt man die Integration nach y bei festem x 
längs der Transversale QR, also zwischen Grenzen durch, 
welche durch die Ordinaten der Punkte Q^ R von G dargestellt 
nnd daher Functionen von x sind, die mit 9>i(a;), q>^{x) be- 
zeichnet werden mögen; die Integration dieses Integral wertes 



5ji(«) 
g>i(«) 



y)dy 



in Bezug auf x geschieht nun auf jener Strecke (a, 6), welche 
durch die parallel zu OF an C geführten Tangenten (oder 
äussersten Linien) auf der X-Axe ausgeschnitten wird, und 
liefert den endgiltigen Ausdruck 

h m.(aj) 

(14) Jdxjfix, y)dy 



a 



yi(*) 



für das Doppelintegral 



(15) 



jjf{x,y)dxdy. 
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Schneidet auch jede Traneversale parallel za OK die 
lUndcurve zweimal, wie es in Fig. 122 der Fall ist, so gibt 
die Integration nach x bei festem y 



ß 



fix, y)dx, 

wobei Xfiiy), t^iy) die zu y gehörigen Absciasen von C sind, 
und die abschliessende Integration nach y liefert 






(16) Jdyjf{x,y)dx, 

« z-W) 

wobei (c, d) das durch die zu OX parallelen Tangenten (oder 
äuBsersteu Linien) an G begrenzte Intervall von 07 bedeutet. 
Die Yergleichung der beiden Darstellungsformen (14) und 
(16) des Doppelintegrals (15) ei^bt dann eiue YeraUgemei- 
nerung des in 371 hervor^hobeuen Satzes von der Teriaasch- 
barkeit der Heihenfolge der Iniegralionenj wobei aber zu be- 
merken ist, dass hier nicht auch wie dort die Grenzen der 
Integration mit vertauscht werden; vielmehr sind die Grenzen 
der erstmaligen Integration abhängig von der Variabein, nach 
welcher zum zweitenmale integrirt wird, nnd nur die Grenzen 
der zweiten Integration sind feste Zahlen. 

Mit dem obigen ist zugleich die Bedeutung eines Doppel- 
int«grals, wie es am Schlüsse von 971 in (6) erwähnt worden 
zig. ut. ist, näher erläutert. 

Hat das Integration^ebiet eine 
solche Gestalt, dass sein Band von 
Transversalen parallel zu den Axen 
auch in mehr als zwei Punkten ge- 
troffen wird, so muss es in Theile 
zerlegt werden, welche den oben ge- 
forderten Bedingungen genfigen; ffir 
jeden dieser Theile hat die Ausrech- 
nung nach dem Schema (14) oder (16) für sich zu geschehen. 
Auch ein Doppelintegral mit krummlinig begrenztem Ge- 
biete kann als Grenzwert einer Doppelsumme von der Zu- 
sanunensetznng (8) angesehen werden Umschreibt man P 
ein Rechteck, Fig. 123, zerlegt dieses in ein Netz von Theil- 



Dritter Abschnitt. Einfache und mehrfache bestimmte Integrale. 169 

rechtecken und bildet die Summen S^, S^ S' über alle Theil- 
rechtecke^ welche yoUständig innerhalb P' liegen^ so beziehen 
sich diese Doppelsummen nicht auf das ganze Gebiet P^ son- 
dern nur auf eine ihm eingeschriebene Figur mit rechtwinklig 
gebrochenem Umfange; diese Figur aber nähert sich mit immer 
weiter fortschreitender Theilung dem Gebiete P als Grenze, 
so dass auch der gemeinsame Grenzwert von S^, S, S' sich 
auf das ganze Gebiet P bezieht; dieser Grenzwert, nach dem 
in 272 entwickelten Vorgänge bestimmt, fällt aber genau mit 
dem Ausdrucke (14) oder (16) zusammen. 

274. Eine wichtige geometrische Bedeutung kommt dem 
über ein Gebiet P erstreckten Doppelintegrale einer Function 
f{Xy y) zu, wenn man die Werte derselben als Applicaten einer 
krummen Fläche auffasst, deren Gleichung also 

(17) e ^ fix, y) 

ist, und annimmt, dass z im Gebiete P niemals negativ werde. 

Das Product (iCs* — a:2*_2)(y2i — y2/-2)/(^2*-i, ysz-i) 
bedeutet dann das Volumen eines Prisma mit der Basis 

ayßö = {Xik — Xik-i){yii — yu-%) = ^P 
und der Höhe 

welches die von irgend einem Punkt© von ccyßS, Fig. 121 
und 125, ausgehende Applicate von (17) ist. Die Doppelsumme 
(8) oder 

^^ 

ist das Volumen eines Körpers, der nach unten durch P, seit- 
lich durch verticale, nach oben durch horizontale Ebenen ver- 
schiedener Höhenlage begrenzt ist. 

Den Grenzwert dieser Doppelsumme, also das über P aus- 
gedehnte Doppelintegral der Function f{Xj y), d, i. 



VV,,,^P, 



(18) fßdxdy, 



erJdärt man als das Volumen des über P als Basis ruhenden 
prismatischen oder cylindrischen Körpers, dessen obere Begrenzung 
durch die Fläche (17) gd/ildet wird. 

Das bestimmte Doppelintegral löst hiemach eine Aufgabe 
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der Geometrie ; welche die elementare Mathematik unerledigt 
lasst: die Bestinunung des Yolumens eines krammflachig be- 
gi*enzten Körpers. 

Ändert die Function f{x, y) innerhalb des Integrations- 
gebietes P ibr Vorzeichen, indem sie beispielsweise längs der 
Curve Fy Fig. 124, durch Null geht, innerhalb derselben 
positiv, zwischen ihr und dem Rande negativ ist, so bedeutet 
das Integral (18) die Differenz aus dem über F liegenden 
Volumen und jenem, welches unter dem Ringe zwischen F 
und G sich befindet. 

Die Ausrechnung des Integrals (18) durch successive Aus- 
fCihrung zweier Integrationen hat bei der geometrischen Deu- 
tung den nachfolgenden Sinn. 



Fig. 1S5. 



Flg. 184. 





Integrirt man fiXy y) bei festem x in Bezug auf y zwischen 
den Grenzen o, dy Fig. 121 und 125, so ist 

d 

ff{Xy y)dy = area QBT8 = u 

c 

die Fläche eines Querschnittes des Körpers, geführt im Ab- 
stände X parallel zur yz-Woene] weiter gibt 

d 

dxj f(Xy y)dy = u dx 



das Volumen eines zur x-Axe parallelen Gjlinders, welcher 
jenen Querschnitt zur Basis und die Höhe dx hat; der Grenz- 
wert der Summe dieser Cylinder, d. i. 
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b d b 

(19) f^^ffi'^^ y^y =/« ^^^ 

a c a 

ist wieder das Volumen des ganzen Körpers. 

Bei der umgekehrten Reihenfolge der Integrationen ergibt 
sich dasselbe Volumen als Grenzwert der Summe von Cylin- 
dern, welche zur j?a;-Ebene parallele Querschnitte zu Grund- 
flächen haben und der y-Axe parallel sind. 

Diese Betrachtimg trifft auch dann zu, wenn das Gebiet 

P krummlinig begrenzt ist. 

Das Element 

zdxdy 

des Doppelintegrals (18) stellt, mit Vernachlässigung von 

Grössen höherer als der zweiten Ordnung in Bezug auf dx 

und dy^ das Volumen eines prismatischen Säulchens vor, das 

über dem Elemente dxdy ^^ ayßS ruht und oben durch die 

krumme Fläche (17) begrenzt ist, mag i von welchem Punkte 

von ayßd immer ausgehen. 

Das Element 

udx 

des einfachen Integrals (19) gibt, mit Vernachlässigung von 
Grössen höherer Ordnung in Bezug auf dx, das Volumen der 
Schichte zwischen den um dx von einander entfernten Quer- 
schnitten QRTS und Q'R'TS'. 

275. Die in 271 entwickelte Auffassung des Doppel- 
integrals als Grenzwert einer Doppelsumme lässt eine bedeut- 
same Verallgemeinerung zu. Sie gilt nämlich nicht allein bei 
der bisher befolgten Theilung des Integrationsgebietes durch 
Systeme von Parallelen zu den Axen Ox und Oy, sondern 
bei jeder Theilung in Elemente, deren Ausdehnung bei dem 
Grenzübergange in jeder Richtung gegen Null abnimmt. Be- 
zeichnet man ein derartiges Element mit dP, so kann das 
Döppelintegral auch in der Form 



(20) ff fix, y) 



dP 



geschrieben werden. 

Diese Bemerkung ist maassgebend für das Verständnis des 
Vorganges der Transformation der Variabein in einem Doppel- 
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integrale^ welcher für die Ausrechnung solcher Integrale von 
der grössten Wichtigkeit ist. 

In dem Integrale (20) seien also an die Stelle der Yaria- 
beln x^ y zwei neue Variable x^, y^ durch die ein -eindeutige 
continuirliche Transformation (68) 



(21) 



Fig. U6. 



^ = v(«i, yi) ■ 

< 

einzuführen. 

Durch (21) wird jedem Punkte x/y der Coordinatenebene 

XOYy Fig. 126, ein bestimmter Punkt x^/y^ derselben Ebene, 

einer stetigen Folge von x/y- 
Punkten eine stetige Folge 
von aJi/yi-Punkten, insbeson- 
dere dem Gebiete P mit 
seiner Randcurve C ein Ge- 
biet P^ mit der Randcurve 
Ct zugeordnet. Die Ein-Ein- 
deutigkeit und Stetigkeit der 
Transformation gibt sich ana- 
lytisch darin zu erkennen, 
dass sich aus den Gleichungen 




dfp 



dq> 



dx = ö— dx. 4- o 



dyi 



zu gegebenen Werten yon dx, dy bestimmte Werte von 
dx^, dy^ ergeben und umgekehrt; dies setzt aber voraus, dass 
die Determinante 



(22) 



J = 



dq) 


dq> 


dxi 


^Vi 


d^ 


dt\> 


dx^ 


^Vi 



an keiner Stelle von P^ verschwinde, dass sie also, ihre 
Stetigkeit, also auch die Stetigkeit ihrer Elemente voraus- 
gesetzt; im ganzen Gebiete P^ dasselbe Zeiclien beibehalte. Man 
nennt diese Determinante die Fundioncddeterminante von 9, ^ 
oder auch nach dem Urheber dieser Benennung die Jacobi- 
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sehe Determinante dieser Functionen und bezeichnet sie wohl 
auch nach einem Vorschlage von Donkin mit 

^(«i,yi)' 

Denkt man sich das neue Gebiet P^ in derselben Weise 
in rechteckige Elemente dP^^ == cc^yißiSi zerlegt wie bisher, so 
entspricht einem solchen ein Element dP = ayßd von P, das 
eine andere Gestalt besitzt und im Allgemeinen von krummen 
Linien begrenzt ist, für den Grenzübergang aber, d. i. bei sehr 
klein gedachtem dxj^, dy^j als ein geradliniges Parallelogramm 
angesehen werden kann. 

Bei dem Übergange Ton a^ zu 7^, wobei y^ constant bleibt, 
geht der Punkt x/y von a nach y und seine Goordinaten 
ändern sich um 

bei dem Ubergauge von u^ za d^, wobei x^ constant bleibt, 
geht x/y Ton a nach S und seine Goordinaten ändern sich um 

d,x==^^dy, 

demnach ist das Element dP, als das Doppelte des Dreiecks 
ayd gerechnet, gleich dem absoluten Betrage von 



diX d^y 
d^x d^y 






dx^, 






dx^ 



= Jdx^dy^] 



setzt man ein für allemal fest, dass die Differentiale der In- 
tegrationsyariabeln als positiv zu gelten haben, so ist 

(23) dP=\J\dx^ dy^ . 
Hiemach ist 

(24) ff fix, y)dP =fj f{q>,m)\J\ dx, dy, . 

p Pi 

Es ist also das vorgelegte Integral der Function f(x, y) gleich 
dem Integrale der Function f{!P,'^)\J\ der neuen Variabein, 
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erstreckt über das transformirte Gebiet P^ bei TheOung dessdbea 
in Elemente dx^dy^. 

Die Grenzen der einzelnen Integrationen sind aus der 
Randcurve C^ ebenso zu bestimmen, wie dies in 278 fiLr C 
erklärt worden ist. 

Der ganze Vorgang lässt aber noch eine andere Auffas- 
sung zu, wenn man Xj^^ y^ nicht wieder als neue rechtwinklige 
Goordinaten, sondern als Parameter ansieht, durch welche Xy y 
ausgedrückt werden. 

Wahrend y^ constant bleibt, beschreibt der Punkt x/y 
eine Curve Y^, und während x^ constant bleibt, beschreibt x/y 
eine Curve Xj; der Punkt x/y^^a selbst erscheint als Schnitt- 
punkt dieser Gurren, und deshalb nennt man x^, y^ krumm- 
linige Coordinaten des Punktes a. Mit andern Worten: den 
früheren Theilungslinien von Pj entsprechen zwei Systeme 
krummliniger Theilungslinien von P, und das durch vier solche 
Linien, je zwei aus jedem Systeme, begrenzte Element von P 
ist durch | J \ dx^ dy^ gegeben. 

Legt man diese Auffassung zu Orunde, so wird die Func- 
tion /*(g?, ^) der neuen Variabein wieder auf dem Gebiete P 
integrirt, wobei \J\dx^dy^ das Element desselben ist; die 
Grenzen sind der geometrischen Bedeutung der Parameter x^ , y^ 
entsprechend zu bestimmen. 

Beide Auffassungen sollen nun an zwei Beispielen erläu- 
tert werden, von welchen das zweite eine sehr häufig gebrauchte 
Transformation betrifft. 

i. Beispiel, Jedes Doppelintegral von der Form 

(25) ffdP 

P 

stellt, wie aus dem Begriffe unmittelbar hervorgeht, die Grösse 
des Gebietes P selbst vor. 

Nun sei das Gebiet begrenzt durch die Ellipse 

(26) {a,x + \yy + {a,x + 6,y)* = P . 

Um seine Grosse zu bestimmen, führen wir in (25) die 
projective Transformation 

a^x + b^y = x^ 
a^x + b^y = yj^ 
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dnrch^ welche^ nach x, y aufgelöst, gibt 

^ S 



y = 



B 



wenn zur Abkürzung 



2) = 



«1 ^ 

«8 62 



gesetzt wird. Die Jacobi'sche Determinante dieser Trans- 
formation ist 



/ = 






2) 



2) 
2) 



B' 






B 



also eine Gonstante; demnach hat man 

P Px Pi 

Das erübrigende Integral aber stellt die Grösse des transfor- 
mirten Gebietes dar, dessen Randcurve die Gleichung 

^1' + y/ = ** 

hat, mithin ein Kreis Tom Halbmesser Je ist; hiemach hat man 



1 1 dx^dy^ = ÄÄ*. 



Die Ellipse (a^x + ^i^)* + («2^ + ^2^)* = ** ^** ^^l^^ 
den Flacheninhalt 



^. Beispid, Auf das Integral 

/•(a?, y)dxdy 
p 
ist die Transformation 

(27) 



//' 



ic = r cos 9 
y = r sin 9 

auszuüben, wobei r, qp die neuen Yariabeln sind. Man be- 
zeichnet diese Transformation in Bezug auf das raumliche 
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Coordinatensjstem als EinftQiraiig semipclarer oder cylindrischer 
Coordinaten. 

Die Jacobi'sche Determinante 



J = 



= r 



cos <p sin tp 

— r sin 9 r cos g? 

ergibt für das dieser Transformation entsprechende Element 
des Integrationsgebietes 



Fig. 1S7. 



(28) 



dP ^^ rdrdq)] 




die JB-Curven (Linien mit constantem r) 
sind Kreise um den Ursprung, die O-Cur- 
ven (Linien mit constantem qp) Strahlen 
aus dem Ursprünge; dP ist der Ausdruck 
för einen Ereisringsector, Fig. 127. 

Demnach ist 



1 1 f(x, y)dxdy = 1 1 fix cosg?, r BixLfp)rdrdq> 



(29) 



^ 



P 



=" I dip I f(r cos 9, r sin g))rdr ; 



^0(9)7 ^1(9^) ^^^^ ^^^ ^^ ^^^ Punkten M^, M^ gehörigen 
Werte von r; 9)q, O werden durch die aus an C gezogenen 
Tangenten bestimmt. 

276. Das Doppelintegral einer Function, welche auf dem 
Integrationsgebiete unendlich wird, definirt man durch den 
Grenzwert eines Doppelintegrals, das sich auf ein Gebiet be- 
zieht, von welchem die kritischen Stellen durch entsprechend 
geführte Linien ausgeschlossen sind, wenn dieses letztere Ge- 
biet sich dem vollen auf irgend eine Weise als Grenze nähert; 
existirt ein solcher Grenzwert nicht, so hat das betreffende 
Doppelintegral keine Bedeutung. 

In ähnlicher Weise wird ein über ein unendliches Gebiet 
sich erstreckendes Doppelintegral durch den Grenzwert eines 
über ein endliches Gebiet sich ausdehnenden Integrals definirt, 
wenn dieses Gebiet beständig sich erweiternd in das unend- 
liche Gebiet übergeht, vorausgesetzt wieder, dass ein solcher 
Grenzwert wirklich existirt. 
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Beispiele. 1) Das über das Rechteck OC, Fig. 128; aas- 
gedehnte Integral der Function fxy(^f y) ergibt sich leicht in 
folgender Weise; es ist 

a b 

JJ f^y(P^7 y)äx dy =J dxj f^y{x, y)dy 

{OC) 



t 

■/ 



ß 



[/'^(a', 6) -/•»'(*, 0)]daj 



Fig. 188. 



= f(fl,V)-f(a,Q)-f{Q,h)+f{Q,Qy, y« 
in gleicher Weise ist abo 

fff:y{x, y)dx dy = f{a, ß) - f(a, 0) - f{0, ß) + f(0, 0) ; 
(OD 

das über das hexagonale Gebiet P erstreckte Integral ist der 
unterschied beider 

fff^Ä^, 9) = /•(«, 6) - /•(«, 0) - f(p, b) - f{a, ß) 
^ +/•(«, 0) + /-(O, /J) . 

Von dieser letztereii Formel wäre in dem Falle Gebrauch 
zu machen^ wenn /»'y(a?, y) bei Annäherung an die Stelle 0/0 
unendlich würde^ ohne sonst ünstetigkeit zu zeigen; nur wenn 
der rechtsstehende Ausdruck fcLr beliebige Grenzüber^nge 
lim a = +0; 1™ /J = +0 einer bestimmten Grenze sich nähert^ 
hat das Integral über (00) unter den bemerkten umstanden 
einen bestinmiten Wert. 

Ein solcher Fall entsteht^ wenn 

/•(a;, y) = arctg-J, 
weil dann 

Uyi^i y) = (^« _J. y«)l 

für lima:=0, limy = (y^O) unendlich wird; hier ist nun 
f{a, 0) — arctgO = 0, /"(O, V) = -J, ebenso f{a, 0) = und 

/•(0,^) = f, folglich 



^(S+w ^""^y = '"**»'^ ~ ""*» 



Czaber, Yorloiungeii. II. 



a 
12 
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weil nun arctg-^ bei beliebiger Annäherung Ton a und ß an 
Null keiner bestimmten Grenze zustrebt^ so ist 



iOC) 

bedeutungslos. 

2) Um das Integral 



w+w^''^^ 



ff 



e-if^'+byy^ dx dy (a>0, 6>0) 

auf dem durch die Relationen 

gekennzeichneten Grebiete^ also über dem ersten Quadranten 
der a;j/-Ebene zu bestimmen^ fOhre man die Substitution 

aa; + 6y " «* 
y = xv 
aus; yermoge derselben erscheint der Punkt x/y definirt als 

Schnittpunkt einer Geraden yom Richtungscoefificienten — -^ 

und dem Abstände , vom Ursprünge mit einem Strahle 

aus vom Richtungscoefificienten t;, Fig. 129. Für die ursprüng- 
lichen Yariabeln ergeben sich die Ausdrücke 

u 



X = 



y = 



UV 



a -{- hv 
und daraus die Functionaldeterminante 



J = 



a + hv^ 
— hu 



a -\- bv 
u huv 



(a + bvy 



{a + bvy' a + bv (a + 6v)" 
Hiermit erhalt man 
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als Wert des Yorgelegten Integrals ^ zunächst ausgedehnt über 

ein Dreieck OABy Fig. 129, mit den Katheten — , ^. Um 

seinen Wert für den ganzen Quadranten XOY zu gewinnen, 
hat man den Grenzüberffani? limtt= 4- ^ 
auszuführen und findet so 



%ah 






2) SoU das Integral 

über der ganzen a;y -Ebene berechnet werden, so .bestimme 
man seinen Wert über einem Kreise um mit dem Halb- 
messer R] durch Einführung semipolarer Goordinaten ergibt 
sich hiefür 

f dq> I er'^rdr = ä(1 — er^) . 



Daraus erhalt man mittels des Grenzüberganges limi2«= -{-oo 
das über die unendliche Ebene ausgedehnte Integral 



// 



e^(«'+.i^ da? dy = « ; 



00 —^ 

weil aber 



/ / ff-(*'+»') dx dy =/ c-** dxj e-»* dy = | / e-^ dx\ 



— CO — oo 



ist, so schliesst man aus obigem Resultate, dass 

OD 

ist (270, 4) und 271, 4)). 

§ 6. Drei- und mehrfache Integrale« 

277. Wenn man auf eine Function der Variabein f(x, y, e) 
zuerst Integration in Bezug auf e allein zwischen festen oder 
von Xj y abhangigen Grenzen, auf das Resultat Integration 

12* 
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in Bezug saf y zwischen festen oder von x abhängigen Grenzen 
ausübt und das neue Resultat schliesslich nach x zwischen 
festen Grenzen integrirt, so heisst das so entstandene Gebilde 
ein bestimmtes dreifaches Integral jener Function. Selbstver- 
si&ndlich kann jede andere Reihenfolge der Yariabeln ein- 
gehalten werden. 

Wichtiger als diese formale Entstehung ist die Bedeutung 
des Integrals als Grenzwert einer dreifachen Summe. 

Ist nämlich die gegebene Function f{Xy y, z) für alle 
Werte der Yariabeln, welche die Bedingungen 

a^x^h 
(30) <^ ^ » ^ ^ 

erfüllen, also auf einem Gebiete 22, das geometrisch durch ein 
Parallelepiped mit zu den Goordinatenaxen parallelen Kanten 
dargestellt ist, eindeutig und stetig, so convergirt die mit den 
arithmetisch geordneten Werten 

^ = yo, (yi), y«, (»«), y4,...y»,-2, (!^?-i); y%q^d 

gebildete drei&che Summe 



p 




'* ^/(^8/ — ^2>-2)(y8* — y«*-») i^ii — ^^8«-2)/'(a^2>-i, y»ib-i, ^j-i) 
111 

bei bestandigem Wachsen der Zahlen j?, q, r und bestandiger 
Abnahme aller Differenzen 

Xij — X%j^%y y%k y2t— 2^ ^2J iBf2I— 2 

gegen Null nach einer bestimmten Grenze, und diese Grenze 
wird erhalten, wenn man auf die Function f{Xy y, z) drei 
successive Integrationen in dem eingangs en^Lhnten Sinne aus- 
übt, z. B. die erste nach zwischen den Grenzen ^, A; die 
zweite nach y zwischen Cy d\ die dritte nach x zwischen a, h\ 
oder in einer der noch möglichen fünf Reihenfolgen. 

Der Beweis hiefür ergibt sich durch eine Schlussreihe, 
welche der in 272 entwickelten völlig analog ist. 
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Man bezeiohnet den Grenzwert von (31) durch 
(32) ffff(x,y,0)dxdydz 

R 

und hat hiefdr nach Trennung der einzahlen Integrationen^ 
wenn sie in der oben erwähnten Reihenfolge ausgeführt wer-> 
den^ den Ausdruck 



(33) 



fdxfdyff{x, y, z)dg. 



Fig. 180 



Diese Definition kann auch auf einen Raum jß ausgedehnt 
werden, der beliebig begrenzt ist; wird die Begrenzung bei- 
spiekweise durch eine in sich geschlossene Flache gebildet, 
deren öleichung 

(34) F{x, y, «) - 

ist, so kann die Auflösung in einfache Integrationen ohne- 
weiters geschehen, wenn diese Fläche von Parallelen zu einer 
der Goordinatenaxen nur zwei- 
mal getroffen wird. Gilt dies 
für die Parallelen zur jer-Axe, 
so hat die erste bei festen 
Werten von Xy y erfolgende In- 
tegration zwischen jenen Gren- 
zen zu geschehen, welche durch 
die Applicaten der zu x/y ge- 
hörigen Punkte M^y M^, Fig. 130, 
von (34) bezeichnet sind; be- 
zeichnet man diese Auflösungen von (34) nach z in steigender 
Ordnung mit 9o(^^ y)f 9i(^; V)} ^^ 8^^* ^® ®^® Integration 

Die nun erübrigende zweifache Integration hat zum Ge- 
biete jenen Theil der a:y- Ebene, welcher durch den sichtbaren 
ümriss von (34) in dieser Ebene begrenzt und analytisch 
durch Elimination von z zwischen (34) und 

dF 




bestimmt wird (181, 6)). 



dM 



= 
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Demnach ist das Endergebnis bei Einhaltung obiger 
Reihenfolge 

(35) y^ V ** kA^'^' y » «) <^« ; 

dabei sind ^o(^); ^i(^) ^^ ^^^ Abscisse o? gehörigen Ordinaten 
der Umrisscurve (7. 

In geometrischer Ausdrucksweise geschieht die erste In- 
tegration längs MqMi, die zweite längs NqN^, die dritte 
längs AR 

Während das öebiet eines dreifieudien Integrals der geome- 
trischen Darstellung noch föhig ist^ lässt das Integral selbst 
eine solche nicht mehr zu. Weil das Gebiet ein Theil des 
Raumes oder auch der unendliche Raum selbst ist, so nennt 
man ein dreifaches Integral auch Baumintegräl. 

Die nachstehende Yeranschaulichung eines solchen be- 
steht in folgendem. Denkt man sich den Raum B^ über 
welchen das Integral sich erstreckt, mit ungleichförmiger Masse 
erfttllt, deren Dichte*) am Punkte x/y/0 gleich f(x, y, 0) 
ist, so drückt das Integral die Grosse der den Raum ü ein- 
nehmenden Masse aus. 

278. An die Stelle der Theilung des Raumes JS in 
Parallelepipeda mit zu den Axen parallelen Kanten kann jede 
andere gesetzt werden, wenn nur bei fortgesetzter Theilung 
alle Ausdehnungen eines jeden Elementes dB gegen Null con- 
vergiren. Wir drücken dies dadurch aus, dass wir für (32) 
das allgemeine Zeichen 

(36) ffffix, y, 0)dE 

setzen. 

Auf dieses Integral soll nun die ein-eindeutige continuir- 
liche TrcmsformaHon der Varidbdn 

(37) \y = ^ {^ij Vu Sil) 

'^ = Z (^1) Vij ^1) 

*) D. i. der Grenzwert des Yerhältnisses eines den Punkt nicht 
auBschliessenden Theiles der Masse zu seinem Volumen, wenn sich 
dieses letztere, allseitig sich zusammenziehend, der Null nähert. 
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ausgeübt werden. Wie in 275 überzeugt man sich, dass die 
Eindeutigkeit und Stetigkeit erfordert^ dass die Functional- 
oder Jacobi'sche Determinante 



J = 



dtp 

dt 



dtp 

Wi 

dt 



dx^ dy^ 



dt_ 
dz. 



der Functionen q>y i^^ % an keiner Stelle des transformirten 
Gebietes R^ verschwinde , also durchwegs ein und dasselbe 
Vorzeichen beibehalte. 

Für das neue Gebiet 22^ soll die Theilung in parallel- 
epipedische Elemente dR^ = ^fiiTi^if Fig- 131, aufrecht 
erhalten bleiben. Einem solchen 
entspricht in dem ursprüng- 
lichen Baume B ein Element 
dR ^^ aßyS von anderer Form, 
das im Allgemeinen von krum- 
men Flachen begrenzt ist, für 
den Grenzübergang aber, d. h. 
bei sehr klemem da:,, dy„ rf*^ 
als ebenflächig begrenztes schie- 
fes Parallelepiped aufgefasst und 
demgemäss berechnet werden kann. 

Bei dem Übergange von cc^ zu ß^ bleiben y^, g^ eonstant 
und bewegt sich der Punkt x/y von a nach /3, wobei seine 
Coordinaten die Änderungen 

d^x = ^dx^ 




d^y^^dx, 

erfieJiren. 

Bei dem Übergange von c^ zu y^ ändern sich jer^, x^ 
nicht, dagegen die Coordinaten des Punktes x/y/Zy welcher 
dabei von a nach y fortschreitet, um 
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d^e 






dPi' 



Bei dem Übergange von «^ nach 9^ endlich bleiben Xj^ytfi 
constant und ändern sich die Goordinaten des Punktes x/y/0, 
der von a nach d fortschreitet^ um 

Das Baumelement dR, als das sechsfache des Tetraeders 
ccßyd, kommt hiemach gleich dem absoluten Betrage von 

d^x d^y d^z 



d^x d^y d^z 
d^x d^y d^z 



JdXi dy^ d»^ 5 



hält man also an der Festsetzung, dass die Differentiale der 
Yariabeln positiv sind, so gilt die Formel 

(38) dR=\J\dx^ dy^ de^ , 
und weiter 

(39) ffffi'»', y, e)4B =ffffi'P, i>,x)\J\ dx, äy, de, . 

R 

Die Grenzen der einzelnen Integrationen sind aus der Be- 
grenzung von i?i nach dem im vorigen Artikel erklärten Vor- 
gange abzuleiten. 

Den rechtsseitigen Ausdruck kann man ebensowohl als 
Integration der Function f((p, ^, z) | «'^ | ^^er den Raum R^ 
mit dem Elemente dx^dy^dz^ wie auch als Integration der 
Function /*(9>, ^, %) über den Raum 22 mit dem Elemente 
\J\dx^dy^dz^ aufBassen; im letzteren Falle gelten x^^ y^, z^ 
als Parameter und entsprechen den drei Systemen orthogonaler 
Ebenen, welche den Raum R^ eingetheilt haben, drei Systeme 
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von krummen Flachen X^, Y^, Z^y welche jß in die neuen 
Elemente zerlegen. 

1, Beispiel. Das Integral 

dB, 



fff' 



ausgedehnt über den Baum des Ellipsoids 

gibt die Grösse dieses Baumes selbst. 

um sie zu bestimmen, wenden wir die projective Trans- 
fonnation 

a^x + h^y + c^z = 0^ 
an, vermöge welcher das Ellipsoid in die Kugel 

• «1* + yi» + e* = Ä« 

verwandelt wird. Setzt man 

a^ \ c^ 



D = 



"1 

Oj ©2 (^ 
«8 *$ ^ 

und bezeichnet die Unterdeterminanten zweiten Grades mit 
a^, /Ji, u. s. w., so ergeben sich für die ursprünglichen Yaria- 
beln die Ausdrücke 

«1^ + «iyi + «8^1 



X 



D 






jBf = 



Vi^ +Y%yi +nh 

D 



und aus diesen die Jacobi'sche Determinante der Trans- 
formation 



5l £l Zl 
B B D 



B B 



B B 



B 
B 



1 
5^ 



a. 









n 



B 
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Mithin ist 

R Ri 

das erübrigende Integral aber bedeutet den transformirten 
Baum selbst, der eine Kugel vom Halbmesser k ist; folglich 
ist das Volumen des EUipsoids 



3|D 
3. Beispiel. Auf das Integral 

[x, y, z)dxdyde 



ffffc 



j= 



= r*8ijie 



• 

soll die Transformation (67, I) 

Ix = r sin cos fp 
y «= r sin 9 sin 9 
g s= r cos 

ausgeübt werden. Man bezeichnet dies als den Übergang von 
rechtwinkligen Goordinaten zu räumlidien Pölarcoordinaten, 
Aus der Jacob i'schen Determinante 

sin cos q>f r cos cos q>, — r sin sin 9 

sin 6 sing), rcosO sin 9, rsinO cos 9 

COS0, — rsinO, 

ergibt sich das dieser Transformation entsprechende Raum- 
element 

(41) dB = r» sin 9 dr rfe d^ ; 

da die Flachen mit constantem r Kugeln um 0, die Flachen 

mit constantem Kreiskegel mit 
der Spitze und der Aze OZ, 
endlich die Flächen mit constan- 
tem 9> Ebenen durch die Z-Axe 
sind, so drückt dB (bis auf Grössen 
höherer ais der dritten Ordntmg) 
einen von zwei Kugeln, zwei Kegeln 
und zwei Ebenen begrenzten Korper, 
Fig. 132, aus. 
Hiemach ist schliesslich 



Fig. ISS. 
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= y /y /"(rsinB COS9, reinO sing), rco89)r*sin9d[rrf0d9) 

R 

und die örenzen der Integration müssen jedesmal der Begren- 
zung von JR angepasst werden. 

279. Es unterliegt keiner Schwierigkeit, die Begriffsbil- 
dimg, -aus welcher das doppelte und das dreifache Integral 
hervorgegangen sind, auf eine Function von mehr als drei, 
allgemein von n Yariabeln auszudehnen. 

Ist f(Xi, x^^ . , , Xn) eine solche Function imd integrirt 
man sie successive nach den n Yariabeln in einer festgesetzten 
Reihenfolge, wobei die örenzen einer Integration entweder feste 
Werte oder aber Functionen derjenigen Yariabeln sind, nach 
welchen noch nicht integrirt worden ist, so entsteht ein 
n-faches besHmnUes Integral jener Function, das bei der Reihen- 
folge Xny rr«_i , . . . j^i mit BeifELgung der Grenzen zu schrei- 
ben wäre 

(43) / dx^J dx^...J f{x^y ^, . . • x^dxn . 

Ein solches Integral entsteht aber auch als Grenzwert 
einer n- fachen Summe von dem Baue 

welche sich auf solche Wertverbindungen der Yariabeln be- 
zieht, die einer oder mehreren Bedingungen der Form 

(45) F{x^,x^,..,Xn)^0 
genügen, f&r gegen Null abnehmende 

Die Ausdrucksweise der früheren Falle beibehaltend nennt 
man diesen Grenzwert das über den n-dimensionalen Raum 
Ky der durch (45) gekennzeichnet ist, ausgedehnte n-fache 
Integral und gebraucht dafür das Symbol 

(46) r f{xi , a?a , . . . x^dx^dx^ ...dXn. 
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Auch die Ausführung einer ein-^indeutigen Transformation 

^1 = 9i(6l> lä? • • • I») 
a^«= ^'«(Sl; 6«, • • • In) 

auf (46) führt zu einem ähnlichen Resultate wie bei zwei und 
drei Variabein, indem (46) sich verwandelt in 



(48) 






wobei K jenes Gebiet ist, das aus (46) durch die Substitution 
(47) hervorgeht, und J die Jacobi'sche Determinante der 
Functionen ip^, ^j; * • ■ 9^» bedeutet, also 

dipi d(pi dfpi 



(49) 






Sin 
ff» 
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Anwendang der Integral -Redmnng. 

§ 1. Qnadratiir ebener Ourven. 

280. Bei öelegenheit der Begriffsbestimmung eines ein- 
fachen bestimmten Integrals hat sich (215) die Thatsache er- 
geben, dass mit der Ausrechnung des bestimmten Integrals 



rf(x)dx 



einer auf dem Gebiete (a, b) stetigen und zeichenbeslnndigen 
Function f(x) die Aufgabe gelost ist, die von der Curve 

y = f{^)f 

der Abscissenaxe und den zu den Abscissen x = a und x = b 
gehörigen Ordinaten begrenzte Figur, Fig. 133, ihrem Flachen- 
inhalte nach zu bestimmen oder zu qua- 
driren. 

Bezeichnet man die Flachenzahl mit 
S, so bildet die Gleichung 



Fig. 1S8. 



(1) 



o o 

S = I f(x)dx = jy dx 







cM\ 



i^ 



j> 



+^ 



die Qrwndformel ftlr die QuadrcUwr d>ener Ourven. 

Inwieweit von einer Fläche auch dann gesprochen werden 
kann, wenn die Curve innerhalb (a, V) eine zur Ordinatenaxe 
parallele Asymptote hat, oder wenn sie ins unendliche sich 
erstreckend der Abscissenaxe sich als Asymptote nähert, dar- 
über entscheiden die Untersuchungen der Artikel 259 — 268. 

Die nächstliegende Verallgemeinerung der Formel (1), 
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welche aber keine wesentliche Änderung des analytischen Vor- 
ganges nach sich zieht ^ ergibt sich bei Ziigrondelegang • eines 
schiefwinkligen Goordinatensystems. An die Stelle des Flächenr 

differentiais 

ydx, 

welches dem Rechtecke PP'NM entspricht^ tritt nun, wenn 
der Goordinatenwinkely das Flachendifferential 

sin ^ydx 

als Ausdruck für das entsprechende ParaUelogranun, und die 

Fläche ist 

b 

(2) S = sineyV^^- 

a 

Handelt es sich um eine von einer Gurve umschlossene 
Fläche, Fig. 134, und gehören zu einer Abscisse OP=^x inner- 
halb AB zwei Ordinaten y^y^y von welchen y^ die algebraisch 
grössere, so ist ohne Rücksicht auf die Lage der Abscissenaxe 

(Vi — y^äx 

das Flächendifferential imd 

h 

(3) S =/(yi - y;)dx 

a 

die Fläche selbst. 



Flg. 1S4. 



Fig. 184». 





Wird jedoch die Grenzcurve in gewissen Intervallen von 
der OrdinatenUnie in mehr als zwei Punkten geschnitten, so 
ist eine Theilung des Integrationsgebietes nothwendig. So 
ergebe sich im Falle der Fig. 134a ohne weitere Erklärung 
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e d b 

s =ßyi — %)^^ +f(yi — y« + y« — yJ ^x +f(yi — y^dx . 

a e d 

Die obigen Formeln sind unmittelbar anwendbar, wenn y 
als Function von x sich darstellen Vkaat] sind x, y durch Yer- 
mitUung eines Parameters u gegeben: 



dann kommt 



X = x(u) , 

y = yW, 



(4) %^fy{u)af(u)du 

Mo 

an die Stelle von (1) und sind u^^ u^ die zu den Punkten GyDj 
Fig. 133, gehörigen Werte des Parameters; durch diese Formel 
werden jedoch mitunter auch zusammengesetztere Aufgaben 
der Quadratur gelöst, als es die Fig. 133 anzeigt. 

Ist die Gurve auf ein anderes als ein Parallelcoordinaten- 
System bezogen, dann ändert sich der Sinn des Grundproblems 
und die Zerlegung in Elemente. In dem wichtigsten Falle, 
der hier zu erwähnen ist, dem des Polarsystems, besteht die 
Grundaufgabe in der Berechnung des Sectors OABy Fig. 133 a, 
und das Flächendifferential, entsprechend dem Ereissector OMN, 
ist ausgedrückt durch 

Flg. ISSa. 

mithin die Fläche selbst durch 



(5) 



/ 




dabei sind a^ ß die zu A^ B gehörigen AmpUtuden. Auch 
diese Formel lässt naheliegende Verallgemeinerungen im Sinne 
von (3) und (4) zu. 

Bei besonderen Aufgaben der Quadratur kann auch eine 
andere dem Falle angepasste Zerlegung in Elemente vortheil- 
haft sein. 
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28L Beispiele. 1) QtMdratur der allgemeinen Parabd 

y = aof (a > 0). 

a) Zunächst sei m > ; dann geht die Curve durch den 
Ursprung und ihre von da an bis zu einer allgemeinen Ordi- 
nate y gezahlte Flache ist 



S s= a f x'^dx = r-r = 

J m + 1 



xy 



1» + 1 



steht also zu dem Rechtecke xy aus den Endcoordinaten in 
einem constanten Verhältnis. So hat man bei der gewöhn- 
lichen Parabel w =« y oder m^^2j jenachdem OX oder OT 

3 



die Axe ist, und dementsprechend die Flache -xy, beziehungs- 
s 



weise —xy. 



/J) Ist m — — f*<0 und 0<|»<1, so ist (269,2)) 
Integration von rr »s -|. an zulassig und ergibt 



Fig. 185. 




e 



dx 



a 



xy 



(1 - iC^xf" 



— 1 



hiemach besteht zwischen der von der 
Asymptote OF, der Curve und den Coor- 
■X dinaten von M, Fig. JL35, begrenzten 
Fläche und dem Rechtecke dieser Coor- 

dinaten wieder ein constantes Verhältnis, dagegen ist (261, 1)) 

die rechts von y befindliche Fläche 



.,-./^'- 



+ oo. 



Umgekehrt, wenn ft>l, ist 



und 



^ - »/'s - + 



oo 



s, - , / 



00 

*dx 



a^ 



xy 



Vierter Abschnitt. Anwendang der Integral -Bechnung. 193 

In dem örenzfalle ft »= 1 gilt allgemein 

«1 



S=oJ^ = a?.^ (^«*i>0) 



Xo 



und wäre sowohl die über (0, x) wie über {x, oo) ruhende 
Fläche unendlich. Bemerkenswert ist die Formel, welche sich 
hier für a = 1, ^o=^ ^ ergibt; sie lautet 

S = ?. a^i 

und besagt^ dass die zwischen der Scheitelordinate der gleich- 
seitigen Hyperbel xy ^^ 1 und einer anderen Ordinate ein- 
geschlossene Fläche durch den natürlichen Logarithmus der 
zur letzteren Ordinate gehörigen Abscisse gegeben ist; daher 
rührt der Name hyperbolische Logarithmen für natürliche 
Logarithmen. 

2) Quadrahir der Ellipse. Für den TheU F^P^M^M^, 
Fig. 136, der EUipse 



Fig. 1S6. 



X 



y' 



-4-^ = 1 



ergibt sich (255, 3)) 



«1 
S = iJVo'^ — ^^ d^ 

= — { -T- ya^ — ^^ + IT aresin — [ 




__^yi — ^oVo 



-g- j arcsm — — arcsm -^ | 



Bringt man hiervon das Trapez P^P^M^M^ in Abzug, 

dessen Flächenzahl -«-(^i — ^o)(yo + ^i) j ^^ erhält man das 
Segment M^MM^ 

Segm. = ^oyi-^yo ^ ^ jarcsin ^ — arcsin^} • 
Fügt man hierzu wieder das Dreieck OM^Mq, dessen 
Flächenzahl y^^iVo — ^o^i) ^^*> ^^ ergibt sich der Sectar 

Sect. = -^ I aresin ~ — aresin — [ • 
2 1 a a } 

Ol aber, Yorletongen. II. 13 
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Daraus berechnet sich mit der Substitution Xq = 0, x^^^a 
die Flache des EUipsenquadranten 

Quadr. = — j- ; 

sodass die Flache der EUipse selbst 

Ell. = xab 
ist. 

3) Quadr<xtur der von der Pa/räbd y^ — 2px und ihrer 
Evolute hegremten Fläche, Nach 164, 1) lautet die auf das- 
selbe System bezogene Gleichung der Evolute 

Durch Auflösen der Gleichung 

{x — py = 2px 



21p 



ergibt sich die Abscisse der reellen gemeinsamen Punkte beider 

Curven 

a? = 4j}. 

Demnach ist die gesuchte Flache 
S = 2jy2^dx + 2 J{v^ _ ^ (a, _ j,/} dx 

p ^ P 

^2fY2Fidx-2f^(x-pfdx 






4) QfAodratur der Cydoide. Mit Hilfe der Gleichungen 

X = a(u — sinu) 

Pig. 187. ^ ^ 

Y y = a(l — cosu) 

ergibt sich mit Benützung der 
Formel (4) fOr die Flache OFM, 
^ Fig. 137, der Wert 
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u 

S = a« /(l —coQuydu 



= 4a* I sin* y rfw = 8a* / sin* v dv , 

d. i. nach einer in 252 abgeleiteten Formel 

S — a*[—g 28inw + —) • 

Durch die Substitution u^^2x erhalt man die Flache 
eines Astes der Gurre 

So = Sä«*; 

dieselbe kommt abo gleich der dreifachen Flache des erzeu- 
genden Ej'eises. 

5) Quadratur des Cartesischen Blattes. Bezüglich dieser 
Curve, die in 126^ 4) und 185, 4) discutirt worden ist, legen 
wir uns zwei Fragen vor: nach der 
Grösse der Schleife, Fig. 138, und 
darnach, ob der zwischen dem unend- 
lichen Aste und der Asymptote ent- 
haltene Streifen der Ebene eine be- 
stimmte Grösse hat. 

Die Lösung dieser Fragen mit 
Hilfe der Gleichung 

rc* — 3airy + y« = (a>0) 

in rechtwinkligen Coordinaten würde sich umstandUch gestalten, 
weü die Auflösung nach y auf zusammengesetzte Wurzekus^ 
drücke führt. 

Mit Hilfe der parametrischen Gleichungen, welche sich 
mittels der Substitution y «s urr ergeben und lauten 

Sau 3at** 

^~r+;r«' y — TZf^*' 

erledigt sich die Frage wie folgt. Der bewegliche Punkt be- 
schreibt die Schleife im umgekehrten Sinne des Uhrzeigers, 
während u das Intervall (0, oo) durchlauft; er muss sie in 
dem entgegengesetzten Sinne durchlaufen, soll die Formel (4) 
die Flache positiv ergeben; daher ist die Fläche der Schleife 

18* 
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_ , / V'(l-2t«Vu 



"^ ^"* L J (! + «•)• ~ V (1 + «rJ 

OO OD 

-««■[-i-ii-^.):]-i«'^ 

die benützte Zerlegung und Substitution sind leicht zu er- 
kennen. 

In Polarcoordinaten, als Pol und OX als Polaraxe ge- 
nommen, lautet die Oleichung der Gurve 

8 a cos 9 sin 9 
cos* 9 4" ^^' 9 

mid die ihrer Asymptote 

— a 



r = 



cos qp 4~ sin 9> 
Für die Flache der Schleife ergibt sich der Ausdruck 

n ft 

T T 

^ 9a^ / ^cos'y ain'y dy 3a* C <i(tg'9) 

^0 — "yj (cos» 9 + 8m»9)* 2~ J (1 + tg»9)«' 

der wieder den oben gefundenen Wert liefert. Für einen 
Sector zwischen der Asymptote, wie er in der Figur durch 
Schraffirung angedeutet ist, erhält man 

^ o^ rV 1 9co8'9 8in*9 "1 , 

^ "" 2 J L(cos9+ siny^ ~ (cos» 9 + sin» 9) «J ^^ 



(po 



?/[: 



^a + tg9) _ o ä{l + tg» 9)1 
(l+tg9)« ""(l + tg»«'] 



«iPo 



— tffop — 2 



^ o« 1 1 3 Y" __ g* ft g*9 — tg9 • 

2ll+tg9 l+tg»9Jy,~2l l+tg'9 



90 
Vi 
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t] 



da Zähler und Nenner des Braches durch tg^ -|- 1 theilbar 
sind, hat man schliessUch 

2 Ltg9,«— tg9o + 1 tg«9>i -tg9, + 

Bit 

Mit 9i = 3r und lim ^^^ = — -|- ergibt sich hieraus die 

zwischen dem unendlichen Curvenaste, der Asymptote und ober 

OX' liegende Fläche gleich y; ebenso gross ist, vermöge der 

Symmetrie, die zwischen der Asymptote, dem unendlichen 
Curvenaste und rechts von OY' gelegene Fläche; da endlich 

auch das Dreieck OBÄ den Inhalt -r- hat, so ist die zwischen 

der Asymptote und der Curve enthaltene Fläche 



Si = 



3a^ 



ebenso gross wie die Schleife. 

6) QuadrahiT der Lemniscate. Diese algebraische Curve 
vierter Ordnung, welche auf Grund ihrer Gleichung 

{x^ + y^y — a\x^ — y») = 

in rechtwinkligen Goordinaten in 127, 2) discutirt worden ist, 
hat in Polarcoordinaten die Gleichung 

r* = a* cos 29. 

Ein Quadrant derselben hat die Fläche 



4 



Flg. 189. 




S = Y / coa2q)dq) = ^^sm2q)^^ = ^, 

folglich die ganze Curve die Fläche a*; sie 
gehört also zu den „im engeren Sinne quadrir- 
baren" Curven, weil sich aus dem ihr zu- 
grundeliegenden Parameter a durch Con- 
struction mit Lineal und Zirkel ein flächen- c" 
gleiches Quadrat herstellen lässt. 

7) Die Fläche zwischen einem Curvenbogen AB, den 
Krümmungsradien ÄC, BD seiner Endpunkte und dem zuge- 
hörigen Bogen CD der Evolute zu bestimmen, Fig. 139. 

Das Element dieser Fläche, welches durch die Krümmungs- 
radien zweier sehr nahen Punkte Jlf, M' und durch die Bögen 
MM\ SlSl' begrenzt ist, kann bis auf Grössen höherer als 
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der ersten Ordnung als ein gleichschenkliges Dreieck vom 
Schenkel MSI = q und mit dem Gontingenzwinkel dz an der 
Spitze gerechnet werden und hat als solches die Fläche 

Y P* sinrfr = \9^{dt - j-^ + • • ), 

oder in der bereits festgesetzten Orössenord^ung 

wenn ds das Bogendififerential der gegebenen Gurve bedeutet. 
Hiernach ist die verlangte Flache 



=|/p<?«, 



wenn a^ /3 die den Punkten Ay B entsprechenden Werte der 
Integrationsyariabeln sind. 

Auf den Quadranten der Ellipse 

X =^ a sin q) 

y s=b cos (p 

angewendet hat man (154 ^ 2)) 



9 = 



(a* cos' q> + b* sin* a>)' , -/-^ s : — ,« . a — , 

^^ -^—^ ^ f ds = Y<^ ^^ 9 + 6* Sin* q> dtp. 



a = 0, ß = ^7 



daher 

n 
2 

S = g— T / (a*cos*g) + b^Qm^tpYdfp . 



Entwickelt man das Quadrat, so entstehen die drei In- 
tegrale (255 , (14) und (15)) 

7t 9t 

T T 

/ Q^^(pd(p = 1 mi^tpdq) = — 

ft 7t n 

T TT 

I cos*g) sin*9)<29) = / sin* q>dq> — / sin* q>dq> =^ ^ — if^^^ 
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und es ergibt sich mit diesen Werten 

Subtrahirt man hiervon die Fläche ^-^ des Ellipsen- 
quadranten; so kommt man znr Flache eines Quadranten der 
Evolute y d. i. 

Die Parameter Uq, h^ in der Gleichung der Evolute 

(^)'+ (# - • 

haben aber die Bedeutung «o = — , 6^ «= — - ^ daher hat die 

ganze Evolate in ihren eigenen Parametern ausgedrückt die 
Fläche 

Für Iq = a^ geht die Evolute der EUipse in die Astroide 

(164, 2)) 

I I I } 

^ + y = V 

über, deren Fläche hiemach gleichkommt 

3 s 

282. Mechanische Quadrcüur, Hierunter versteht man die 
näherungsweise Ausrechnung eines einfachen bestimmten In- 
tegrals, bei welcher nicht der ganze Verlauf der zu integri- 
renden Function, sondern nur einzelne zu bestimmten Werten 
der Yariabeln gehörige Werte derselben zur Geltung kommen. 

Die Bezeichnung „Quadratur^^ führt das Problem daher, 
weil es sich in geometrischem Gewände dann einstellt, wenn 
eine darch Zeichnung gegebene Gurve qaadrirt werden soll; 
die in Verwendung zu ziehenden Functionswerte werden hier 
durch Messfimg einzelner Ordinaten gewonnen. 

In andern flillen werden diese Werte durch messende 
Becbcuihtung gewisser Grössen oder auch durch Bechnung ge- 
funden, denn von der „mechanischen'^ Quadatur im Gegensatze 
zur strengen Integration wird auch Gebrauch gemacht, wenn 
der analytische Ausdruck der Function die letztere nicht zulässt. 
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Neben der mechanischen Quadratur einer gezeichneten 
Curve duflrch Bechnung kennt man auch eine solche mittels be- 
sonderer Mechanismen (Planimeter); diese schliessen wir aus 
dem Rahmen unserer Ausführungen aus. 

I. Das nächstliegende Hilfsmittel zur Berechnung eines 
bestimmten Integrals 



I f(x)dx 



ergibt sich unmittelbar aus dessen Definition (216); theilt man 

das Intervall (a, 6) in n gleiche Theile ä = , so conver- 

girt sowohl der Ausdruck 

h^fia + xh) , 
wie auch 

h^f(a + xh) 

für lim Ä = (nh = 6 — a) gegen den durch das Integral defi- 
nirten Wert^ so dass annäherungsweise gesetzt werden darf 
b 

(1) ff(x)dx = h[f(a) + f{a + h)'\ bfi^ — f^)] 

a 

wie auch 

h 

(2) ff{x)dx = h[fia + A) + /-(a + 2Ä) + • . . + f{h)\ ; 

a 

der Ansatz ist umso zutreffender; je kleiner h oder je grosser 
n genommen wurde. 

Ist y = f{x) durch eine Curve dargestellt, so mögen ein 
für allemal die zu den Abscissen 

a, a -|- Ä, . . . a -|- xä, . . . 

gehörigen Ordinaten mit , 

s^o ; yi • • • yx , • • • 

bezeichnet werden. Diese Darstellung lehrt auf einen Blick, 
dass bei einer beständig wachsenden Function die Formel (1) 
einen zu kleinen, (2) dagegen einen zu grossen Wert für das 
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(3) 



\x 



Integral liefert, und dass bei einer bestandig abnehmenden 
Function gerade das Umgekehrte stattfindet. 

Daher darf man imter allen ümstiLnden erwarten , dass 
sich das arithmetische Mittel der beiden Ausdrücke (1) und 
(2) dem strengen Werte des Integrals in stärkerem Maasse 
anpasse als jeder einzelne^ dass also zutreffender 

h 
a 

= Ä[^^2iM + /-(a + A) + ^(a + 2Ä) + ... + /-(&-A)] 
oder in anderer Schreibweise 

(4) Jyrfx = Ä[^i^ + y, + y, + ... + y,_x] 

a 

gesetzt werden könne. 

Diese Formel führt aus geometrischen Gründen den Namen 
Trapegformd; denn das arithmetische Mittel aus zwei über- 
einander stehenden Gliedern von (1) und (2), wie 

'^ 2 ' 

bedeutet die Fläche des Trapezes^ welches von den Ordinaten 

y»—i} t/xf Fig. 140, der Abscissenaxe und der Sehne Mx^i, Mjt 

begrenzt ist. Die Formel (4) setzt 

also an die Stelle der durch die 

Curve MoMn begrenzten Fläche 

diejenige, welche nach obenhin 

durch das Sehnenpoljgon 

MqMi . . . Mn 

begrenzt wird; sie gibt zu viel bei 

einer nach oben hin beständig con- 

caven, zu wenig bei einer nach 

oben beständig convexen Curve, und nur wenn Concavität und 

Convexität abwechseln, ist ein theilweiser Ausgleich zu erwarten. 

Beispiel. Zur Illustration diene das Integral 

1 

dx 
1 +x' 



Fig. 140. 






ih 



K 



fh 



a 



t 



U>^i 
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dessen strenger Wert Z. 2 = 0*693 147 18 . . . im voraus an- 
gebbar ist. 

Wendet man darauf die Formel (4) mit n =» 8 an, so 
stellt sich die Rechnung wie folgt 

Vo =1 

yi = l" = 0-888 888 88 

y, = i. = o-8 

y, = ^ = 0-727 272 72 

^4 = -I- = 0666 666 66 

yj = ± = 0-61538461 

y, = y = 0-571 428 57 

y^ = ± = 0-533 333 33 

y8 = | = 0-5 
^4^ + yi + y, + - + yT -5-552974 75 

1 

/V^ = 0-694 121 84: 
J i + ÄJ ' 



dem strengen Werte gegenüber ist dies (um 0*00097466) zu 

gross, weil die Curve y = , , eine Hyperbel, in dem Inter- 

yalle (0, 1) concay nach oben ist. 

n. Es liegt nahe, die obere Begrenzimg der zu bestim- 
menden Fläche in passender Weise durch Tangenten an die 
Curve zu ersetzen. Am einfachsten geschieht dies in der 
Weise, dass man (a, b) in eine gerade Anzahl gleicher Theile 

h = -r — zerlegt, in den Endpunkten der Ordinaten ^1,^3;... y^n—i 

mit ungeradem Zeiger die Tangenten zieht und jeweilen bis 
zu den Nachbarordinaten links und rechts fClhrt. Dadurch 



■i\ 
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entsteht eine aus Tangenten und Ordinatenlinien zusammen- 
gesetzte polygonale Begrenzung, und die betreffende Figur, 
Fig. 141, zerfallt in Trapeze von der Breite j^ ^^ 

2h f welche der Reihe nach die Inhalte 3/ 

2Äyi, 2Ay8,...2Äy2n-i 
besitzen ; daraus ergibt sich die Näherungs- 
formel 

6 

(5) fydx = 2Ä(yi + ys H h yan-i), 5 

a 

welche dadurch bemerkenswert ist, dass sie nicht die Kenntnis 
aller Theiltingsordinaten, sondern nur derjenigen mit ungeradem 
Zeiger erfordert. 

Beispiel. Wendet man diese Formel auf dasselbe Integral 
mit n = 8 an, so hat man 

yi = g = 0-941 176 47 
Vs = \l = 0-842 105 26 
% = g = 0-761 904 76 
y, = Jl = 0-695 652 17 

y» = g = o-64 

y„ = g = 0-59259259 
y« == S = 0-551 724 13 
y« = J^ = 0-516 129 03 

yi+y8 + -+yw = 5-541 28441 



l * - ••■-." 



1 

/ 



dx 



1+ai 



0-692 660 73, 



was gegenüber dem strengen Werte um 0*000 476 45 zu klein 
ist. Der Fehler hat, was vorauszusehen war, entgegengesetzten 






\ .'•' •, •> 
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Sinn, aber einen weniger als halb so grossen Betrag gegen- 
über dem früheren; letzteres erklärt sich dadurch^ dass die 
Tangenten enger der Cmre sich anschliessen als die Sehnen, 
in. Eine weitere, von Parmentier herrührende Formel 
ergibt sich, wenn man die Curve nach Theilung von (a, b) in 

2n Theile h= 7"" durch das Sehnenpolygon MqM^M^M^,.. 

M%n^i^%n ersetzt; die so entstandene Figur zerfallt dann in 
zwei Trapeze von der Breite h mit den Inhalten 



h^^. h 



y%n-i + yr 



2 2 

und in n — 1 Trapeze von der Breite 2h mit den Flachen 

Kvi + Vfd 7 HVi + ys) ; • • • Ä(y2«-8 + Vin-i) ; 

durch Zusammenfassung erhält man 





(6) Jydx=^ 



2h 



ryo_ 



yi , , , , , y»»— y»«-!"] 
— +yi+y9'\ — t-y«i.-iH 1 — J 



Angenommen, die Gurve wäre im ganzen Verlaufe nach 
oben convex; dann liefert Formel (5) einen zu grossen, (6) 
einen zu kleinen Wert, und der Unterschied beider, d. i. 

(7) 2a[J^ + '" 7'"-^] - h \^^ - '-^±^] 

ist grosser als die Abweichung jedes der beiden Näherungs- 
beträge von dem strengen Werte. Dieser Unterschied lässt 

sich geometrisch leicht construiren; 
die Sehne üfoJfan; Fig. 142, schnei- 
det nämlich auf der mittleren Ordi- 

^n nate y„ die Strecke - * 



tn^i 




2 f ^^^ 

Sehne Mi M^n-^i die Strecke 

X ^' 2'"""' ""^^ ™^ ^^ Differenz 
beider Strecken bestimmt mit h ein 
Rechteck, das durch (7) ausgedrückt ist; dieses Rechteck ge- 
stattet dann sowohl den Fehler der Formel (5) wie jenen von 
(6) zu schätzen. 

Die Formel (6) verlangt ausser der Messung der Ordinaten 



^* = i- [5-541 284 41 + 0-010 673 62] = 0-693 994 75 ; 
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mit ungeradem Zeiger auch die Kenntnis der beiden End- 
ordinaten. 

Beispiel. Mit w = 8 liefert die Formel (7) das folgende 
Resultat 
1 

J'l+x- 8 
u 

dasselbe ist dem strengen Werte gegenüber nur 0*000 747 57 
zu gross y etwas genauer, als es bei fast gleichem Arbeitsauf- 
wand die Trapezformel geliefert hat. 

lY. Eine allgemeine Methode der mechanischen Quadratur 
besteht darin, dass man die Function f(x) im ganzen Inter- 
valle (a, 6) oder streckenweise durch andere Functionen ersetzt, 
welche sich ihr in entsprechendem Maasse anschliessen und un- 
mittelbare Integration zulassen;^, der Anschluss wird dadurch 
erzielt, dass man die Forderung aufstellt, es möge das ge- 
wählte fp(x) an bestimmten genügend nahe an einander liegen- 
den Stellen mit f(x) übereinstimmen. Der Wert yonf(p(x)dx 
ist dann ein Näherungswert für Jf{x)dx, 

Geometrisch bedeutet dies, dass man die gezeichnete oder 
analytisch bestimmte Curve durch eine gesetzmässig gestaltete 
quadrirbare Curve ersetzt, die mit ihr eine entsprechende An- 
zahl Yorgeschriebener Punkte gemein hat. 

Der AusfUirung dieser Methode schicken wir einen Satz 
voraus, der auch in andern Fällen nützliche Anwendung ge- 
stattet. 

I Ist (p(x) eine ganze Function höchstens vom dritten Grade, 
so gut in äUer Strenge 
b 

(8) f,p (x)dx = *^ [g>(a) + 4,p (^) + ,p{b)] , 

a 

sodass der Wert des Integrals aus den 4>eiden Endwerten und 
dem mittleren Werte der Function berechnet werden kann. 

Führt man nämlich in dem Integrale die lineare Sub- 
stitution 

a + & , b — a , 
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durch, so geht (p(x) wieder in eine ganze Function höchstens 
dritten Grades von t: 

A + Bt+Cfi + Di^, 
dx in ~ dt ^ber und die Grenzen der neuen Integration 
sind — 1, 4~ ^7 sodass 

h 1 

Jq>{x)dx = ^^f{Ä •^Bt+Cfi+ Df)dt 

a —1 

da nun den Werten a, ^"T , b von x der Reihe nach die 
Werte — 1, 0, 1 von t entsprechen, so ist 

q>(a) = Ä — B+C — D 

ip(b) = A + B -\- C -^ D; 
daraus folgt 

via) + M^) + «»(ft) ~6Ä + 2C, 
und weiter 

^ + T = I^C«) + ^vC^^) + 9(6)]; 

damit aber ist Formel (8) thatsachlich erwiesen. Man über- 
zeugt sich leicht, dass sie in Geltung bleibt, auch wenn (p{x) 
von niedrigerem als dem dritten Grade ist. 

y. Um von diesem Satze bei dem Integrale j f(x)dx 

a 

praktischen Gebrauch zu machen, theile man (a, V) zunächst 
in 2w gleiche Theile Ä = -ö — ; ^^ d^^J^ Doppelintervalle 
(a, a -f- 2%) ersetze xqeq f{^) durch jene ganze Function 

a + jSa; + y^ 9 

welche mit f(x) an den Stellen a, a + Ä, a + 2ä überein- 
stimmt, dortselbst also die vorgezeichneten Werte yQ, y^, y^ 
hat — die Function ist durch diese Forderung vollständig ge- 
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a+8A 

geben; und nun ersetze man j f(x)dx näherungsweise durch 

a 

das Integral dieser Function ^ d. i. laut (8) durch 

Auf Grund analoger Erwägungen tritt an die Stelle von 
j f{x)dx der Ausdruck 

h 
u. s. w.; schliesslich an die Stelle von rf(x)dx 

b—2h 

Durch Zusammenfassung erhält man schliesslich die Nähe- 
rungsformel 

J f(x)dx = -^[yo + yan + 2(^2 + y4H 1- yj—j) 

+ 4(yi + ys H h y««- 1)], 

welche unter dem Namen der Simpson' sehen Begel bekannt ist. 
Die geometrische Bedeutung des ganzen Vorganges liegt 
in Folgendem. Nachdem man die zu quadrirende Fläche durch 
die äquidistanten Ordinaten yo, yi; . . .ysn in Streifen zerlegt 
hat; denke man sich die Bogenstücke 

durch Parabelbögen von der Gleichungsform 

y = a + /3äj + yx^y 

d. i. durch Parabeki mit zu 0!F paralleler Axe ersetzt ^ deren 
erste durch die drei Punkte Mq^ M^y M^^ deren zweite durch 
M^y M^y M^ hindurchgeht u. s. w. Der Ausdruck rechts in 
(9) gilt für die so abgeänderte Fläche ^ die sich bei genügend 
kleinem h augenscheinlich von der gegebenen nicht erheblich 
unterscheiden kann. 

Dies bestätigt auch die folgende Untersuchung. Entwickelt 

man j f{x)dx nach der Taylo raschen Reihe^ so ergibt sich 
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f{x)dx = 2hf{a) + 2Ä«/"(a) 



a 

ß 



a 

+ ^V'(«) + T-' ^» + ^/^'"W + • • •; 

demgegenüber liefert die gleiche Entwicklung 
T(yo + 4y, + %)=|[/-(o) + 4/^(0 + Ä)+/-(a + 2A)] 

= 1 [fia) + 4 [fia) + Are«) + y f» + T /"'(«) 

+ |r(a) + 2Är(a) + 2Är'(«) + ^V» + ^ T'^C«) + - 1] 

= 2hf{a) + 2Är(a) + ^V'(«) + T-V» + ^'/"^"(a) + -J 

hiernach betragt der Unterschied beider Grössen mit Ausser- 
achtlassung von Gliedern höherer als der fünften Ordnung in 
Bezug auf h 

Für das nächste Intervall {a -{- 2h, a -{- ih) ergibt sich 
auf gleiche Weise 

schliesslich für das Endintervall (b — 2A, b) 

Demnach beträgt der Unterschied zwischen der linken 
und rechten Seite von (9) bei Beschränkung auf Glieder der 
ffinfken Ordnung 

- 90 [/■"'(«) + /'"'(« + 2Ä) + . ■ ■ + nh - 2Ä)] , 

wofür, wenn u ein zwischen a, b passend gewählter Wert ist, 

(10) -*^r(-) — ^%,r(u) — ^s^r^'C«) 

geschrieben werden kann. Wie man erkennt, nimmt der zu 
befürchtende Fehler mit wachsendem n sehr rasch ab. 



Vierter Abschnitt. Anwendung der Integral -Rechnung. 209 

Beispiel. Bei Anwendnng der Simpson'schen Regel auf 
das Integral 



1 
dx 







hat man für n »» 8 folgende Rechnung: 

y^ = 1 y, = 0-888 888 88 y^ = 0-941 176 47' 

^0;6 y^ = 0-8 y, = 0-842 105 26 

" ^■'* yg = 0-727 272 72 yj = 0761 904 76 

yg = 0-666 666 66 y^ = 0695 652 1 7 

y^o = 0-615 384 61 y» = 064 

yu == 0-57 1 428 57 y^ = 0-592 592 59 

y^^ = 0-533 333 33 y^ =. 0551 724 13 

4-802 974 75 Vu, = 0^51612903 

5-54128441 



1 



fj^ = S t^'^ + 2.4-802 974 75 + 4.5-541 28441] 
" = 0-693 147 64 ; 

dem strengen Werte gegenüber ist dies nur mehr am 0*000 000 46 
za gross. 

Die Schätzung des Fehlers nach der Formel (10) ei^bt 
folgendes Besnltat. Aus 

mithin ist der Fehler ausgedrückt durch ^,^ , .5 

oder 

1 

491520(1 +u)*' 

wobei u einen unbestimmten positiven echten Bruch bedeutet; 
die aussersten Grenzen hiervon, entsprechend den Werten u as 
und t« »» 1, sind 

— 000000203 und —0*00000006, 
sodass der Wert des Integrals mit Sicherheit zwischen 

Oinber, Vorletimgea. II. 14 
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0-693 147 64 — 0000 002 03 = 0693 145 61 
und 

0-693 147 64 — 0-000 000 06 = 0693 147 58 

enthalten ist; dies trififb auch thatsachlich zu. 

§ 2. Beotiflcation von Oorven. 

288. In Art. 147 ist die Länge eines Gurvenbogens als 
Grenzwert der Länge eines ihm eingeschriebenen Sehnenzuges 
definirt worden^ dessen Seitenanzahl beständig wächst und 
dessen jede Seite gegen Null convergirt^ die Existenz eines 
solchen Grenzwertes vorausgesetzt. Die Bestimmung der so 
definirten Länge wird als BecHfkatian der Curve bezeichnet. 

Angenommen^ 

y = fi^) 
sei die Gleichung der Gurve^ a^ b seien die Abscissen der End- 
punkte des Bogens. Die Eckpunkte Mo, M%y . . . M%n—%y ^in 
des Polygons^ bis auf Mo, M^n willkürlich angenommen, mögen 
die Abscissen 

haben; die Länge der Seite M^k^^M^k ist dann durch die 
positive Quadratwurzel 

gegeben und die Länge des ganzen Polygons durch 




'j'ViXik — X2jt^2y + (fix^k) — f{xnf^i)y. 
1 

Hat nun f(x) an jeder Stelle von (a, b) einen Differential- 
quotienten, so ist dem Mittelwertsatze (87) zufolge 

f{X2k) — fiXik-i) = {X2k — X2k-2)f(x%k-l) 

für Jc= ly 2y . . ,n] Xik-i bezeichnet dabei einen bestimmten 
Wert zwischen x^k—i und x^k- Unter diesen Voraussetzungen 
ist die Länge des Polygons 




/ (x, k — x2k-2) yi + nx2k-iy . 
1 

Nach sa8 aber convergirt dieser Ausdruck^ während n 
beständig wachst und jedes x^k — x^k^i gegen Null ab- 
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nimmt y g^g^^i ^^^^ bestimmte Gh^nze^ nämlich gegen den In- 
tegralwert 



fyi + fXxydx, 



wenn nur yi + f{xy, also auch f\x)y eine in dem Intervalle 
{ay b) endliche und stetige Function ist. Der Definition gemäss 
ist also die Länge des Bogens MoM2n aaisgedrückt durch 

b 

(1) s^fyi+Y^dx. 



V 



Fig. 148. 



^ 



^ 



Weil der Grenzwert der obigen Summe derselbe bleibt^ 
wenn man die Xit-^i durch beliebige Zwischenwerte ersetzt^ 
so gilt der Satz: Zieht man an die 
Bogenstücke MqM^, Mf^ M^, M^M^,.,,, 
Fig. 143, in beliebigen Punkten Mi, ^ 
-Ms, JCj,.-- Tangenten und begrenzt 
diese durch die benachbarten Thei- 
lungsordinaten, so ist der Grenzwert 
der Summe dieser Tangentenstücke un- 
abhängig Yon der Wahl der Zwischen*- 
punkte und gleich der Länge des 
ganzen Bogens. 

Führt man an Stelle yon x eine neue Variable u ein 
durch die Substitution 

wodurch vermöge der Gurvengleichung auch 

y — y(«*) 

wird, so kommt an die Stelle von y' der Quotient ^—^ (42, II) 

und an die Stelle von dx der Ausdruck af{u)du'^ sind dem* 
nach a, ß die den Werten a, b von x entsprechenden Werte 
der Yariabeln u, so gilt 



(2) 



s 



==/W(« 



)« + y'(«)«rfu, 



eine Formel, die bei parametrischer Darstellung der Gurve zur 
Anwendung kommt. 

14» 
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Der Fall polarer Goordinaten kann als besonderer Fall 
von diesem angesehen werden; ist nämlich r=^f(ip) die 
Gleichung der Curye, so können auf Grund derselben und der 
Transformationsgleichungen 

x^r cos ip 

y =r Binfp 

X und y als Functionen von fp aufgefasst werden^ und es ist 

x\fp) = — r sin 9 + / cos q> 

yX^P) ^ ^ ^^s 9 + / sin 9) 5 
daraus folgt 

sodass^ wenn wieder a^ ß die den beiden Endpunkten des 
Bogens entsprechenden Werte yon tp bedeuten^ 



-ß 



(3) s =J Yr^ + r'^ dtp 

ist. 

Auf Raumcurren lasst sich die an die Spitze dieses 
Artikels gestellte Definition der Bogenlänge ohneweiters über- 
tragen und fOhrt^ wenn man y und als Functionen von x 

darstellt^ zu der Formel 

b 

(4) s = /Vl + !^* + ^' rf^ • 



a 



Dieselbe gestaltet sich wie oben um in 

(5) s =Jyixf(uy + y(uy + /(uy du , 



a 



wenn x und infolge dessen auch y und z als Functionen eines 
Parameters u dargestellt werden. 

Als besonderer Fall sei eine sphärische Curve erwähnt; 
ist a der Halbmesser der Kugel^ auf der sie liegt ^ wird das 
Centrum der Kugel als Ursprung eines rechtwinkligen Coor- 
dinatensystems gewählt^ so ist die Gurre in räumlichen Polar- 
coordinaten durch 
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bestimmt; auf Grand dessen und der Transformationsgleichungen 

a: = r sin 9 cos q> 
y = r sin 6 sin tp 
= r cos 

können x, y, als Functionen yon 9 betrachtet werden ^ und 

es ist 

^Xv) ^ ^ ^^ ö ^^ V'^' — a sin sin 9 
t/iv) "^ acos0 sin9)*0'-|- asin0 COS9) 
^iv) = — a sin • 0'; 

daraus folgt 

^XvY + l/(<py + ^ivY = ö*e'* + a« sin«0 

und vermöge (5) 



= a/> 



(6) s = a / ye'» + sin* e • rf?) ; 

a 

0' ist der DifiPerentialquotient yon in Bezug auf <p, und a^ ß 
sind die den Endpunkten des Bogens zugehörigen Werte 
von 9. 

Die Elemente der Integrale (1), (2), (3), (5) sind schon 
an andern Stellen (148^ 149^ 167) als Bogendiffereniiale ab- 
geleitet^ definirt und geometrisch gedeutet worden. 

284. Beispiele. 1) BecHfioation der Parabel, Bei geeig- 
neter Wahl des Goordinatensystems ist 

a;* = 2py 

die Gleichung der Parabel; aus ihr folgt t/^ — , und laut 
(1) ist ^ 



die Länge des im Scheitel beginnenden Bogens^ dessen End- 
punkt die Abscisse x hat; die zweite Form geht aus der ersten 
durch die Substitution 

P ' P 

hervor. 
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Das auszufOkrende lategral ist nach MO^ (31) zunächst 

fVt + ^'i' - |Vi + l? + kjy=^ 

und nach 288, (26) endgiltig 

»= ^ y r+T« + 1 i. (« + vT+^ ; 

mithin ist 

oder^ wenn man för A wieder seinen Wert setzt, 

2) BecUficaMon der OyJdoide. Aus iliren Gleichungen 

X = a(u — sinw), y = a(l — cosu) 
folgt 

x'(u) = a(l — costt), yXu) = a sinw, 

und daraus nach der Formel (2) f&r die Länge eines im Ur- 
sprünge beginnenden Bogens der Ausdruck 

u 

s ^ 2a / sin Y du = 8a sin* ^ • 

Setzt man insbesondere u «= 2sr, so erhält man die Länge 
eines ganzen Astes der Gykloide 

«0 =« 8a, 
welche demnach gleichkommt dem yierfachen Durchmesser des 
erzeugenden Kreises. 

3) BecHficoHon der Lemniscaie. Auf das Polarsystem OX, 
127, 2) , bezogen lautet die Gleichung 

r = aycos2<p] 

daraus ergibt sich 

, a sin 29 

r u— ^^~ ' 

sodass der Yom Scheitel A bis zu einem Punkte mit der 
Amplitude 9> < -7- reichende Bogen gleichkommt 



J ycoB29 J yi— 28m' 9 
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Fülirt man hier die Substitution 

(a) y2 sin 9 «^ sin ^ 

wxBy vennoge welcher 

y2 cos ipdip ^^ cos ^ dilj 

|/1 — 2 sin* ip — cos^ 

cos 9 = 1/1 — Y sin* V' ; 

sodass durch entsprechende Verbindung 

dfp 1 d^ 



Vi— 2Bin»9 l/«l/] 1 . , 

^ ^ KT *"^ ^ 



gefunden wird^ so ergibt sich 

V 



'-7i 








wobei die obere Grenze ^ der früheren oberen Grenze ver- 
möge der Gleichung (a) zugeordnet ist. 

Das zu Yollf&hrende Integral ist ein elliptisches Integral 

erster Gttttung mit dem Modul — ; die Reihenentwicklung 

eines solchen ist in 266^ 6) vollzogen worden. 

Dem Quadranten der Lemniscate entspricht die obere 

Grenze 9) = —- und dieser der Wert ^ = y; sodass der 
Quadrant 



jr 

8 

L 



a p d^ 



4 



durch das vollständige Integral ausgedrückt ist^ dessen Wert 
an der angeführten Stelle gleichfalls angegeben wurde. 

4) BeäificcUion der Ellipse. Wenn man die Goordinaten 
eines Punktes M der Ellipse durch dessen excentrische Ano- 
malie tp (154, 2)) ausdrückt: 

o^^asinop 

y xa b COS <p 
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80 kann das Bogendififerential in einer der beiden Formen 

(A) ds = ]/a* cos^ 9 + 6* sin* ip d<p , 

(B) ds = ]/a* — (a* — 6*) sin* 9 dq) = a yi — «* sin* 9 d^ 

dargestellt' werden; behält man die zweite Form bei^ so ist der 
Yom Scheitel (0/6) der kleinen Axe bis zum Punkte M 
reichende Bogen durch 



= «/i/n=- 



s = a I yl — €* sin* 9 dq) 


gegeben; seine Bestimmung hängt also yqu einem elliptischen 
Integrale zweiter Gattung ab^ dessen Modul der relatiYen Ex- 

centricität s == der Ellipse gleichkommt; die Reihen- 
entwicklung eines solchen Integrals ist in 266^ 7) yorgenom- 
men worden. Insbesondere hat man nach den dortigen Ent- 
wicklungen fQr den Ellipsenquadranten den Ausdruck 



(C) 



3t 

-T- = « / "j/l — «* sin* q> dq> 

-"[i-4)'t"-G-!)'^— ■] 



Da 

b <ya^ cos* 9 + 6* sin* 9 < a, 

wie man sich überzeugt^ wenn man unter der Wurzel einmal 
a durch by ein zweitesmal b durch a ersetzt^ so ist auch 

2n 



r- 



2xb < I ya* cos* <p 4- 6*sin*y c?9) < 2%a\ 



yermöge der Form (A) drückt aber das Integral den UmfEmg 
E der Ellipse aus; derselbe liegt also^ wie es auch der Augen- 
schein lehrt, zwischen den Umfangen des eingeschriebenen und 
umgeschriebenen Kreises. 

Wir stellen nun die Frage auf, wie sich E zu dem arith- 
metischen Mittel 5r(a + 6) dieser beiden Umfange verhält. 
Da 5r(a + 6) durch Integration von acos*^ + 6sin*y auf 
dem Intervalle (0, 2n) entsteht, so bilden wir 



< 
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■j/a* cos* 9 + &* süi' * — ifl <50s* 9 + 6 sin* 9) 

g* cos* y + ^' ^i^' 9 — (<* ^Q^* y + ^ sin* y)* 
a cos* qp + ^ 8^* 9 + y«* cos* 9 + ^* "ä^* 9 

/ , V« sin* <p cos* <p 
= (a — of ■ = 1 

a cos* 9 + ^ 8"*' 9 + y ^' ^^^ 9 + ^* ßi^' 9 

daraus folgt durch Integration Ton bis 2}r 

E — n{a-\'l) 

^ / JN2 r sin* 9 cos* 9 (g 9 ^ 

,/ a cos* 9 + ^ si^* 9 + y»' cos* 9 + &* sin* 9 


woraus schon die wichtige Thatsache^ dass immer JE>;r(a + 6) 

ist^ entnommen werden kann. 

um Grenzen f&r den unterschied zu erhalten^ bemerke 

man^ dass*) 

_L< ^ ^ ^- 

2a a cos* 9 + 5 sin* 9 + ya^ cos* 9 + 5* sin* 9 26 
daraus ergibt sich weiter 

Sa 

~ / sin* 9 cos* 9) rf^ 


/' sin* 9 cos* 9 dw ^ 1 /* • « a ji 
^ / ^ — < — / sm* ip COS* q> d<p ; 
a cos* 9 + 6 sin* 9 + ya^ cos* 9+6* sin* 9 2 bj 



da nun 

I sin* 9 cos* q)dg) = 4 j sin* 9 cos* tpdq) = -^> 
so liegt der Wert des eingeschlossenen Integrals zwischen 

Es ist also 

— g^— <-E7— Ä(a + 6)<— 3^— , 
sodass 
(D) «(a+ 6) + !^(gLzJ)!<j?<^(a-^&) + !^(^'. 

*) Man überzeugt sich hiervon wieder, indem man im Nenner 
einmal a für 6, ein zweitesmal & für a setzt. 
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Hiermit sind leicht berechenbare Grenzen für den umfang 
der Ellipse gefiinden. 

Ware beispielsweise a «» 21 cm, b =^20 cm^ woraus die 

1/41 
relative Excentricität 5 «= ~j- ^ 0*349 . . . folgt, so ergäbe die 

Ausfähnmg Ton (D) 

128-824000 <E< 128-824 92, 
sodass der üm&ng der EUipse auf drei Stellen, d. i. auf Hun- 
dertelmillimeter genau gleichkommt 

E= 128-824 ... cm; 
die Erzielung eines gleich genauen Resultates mit Hilfe der 
Beihenentwicklung (G) würde einen weit grosseren Arbeits- 
aufwand erfordern. 

5) Bectification der BoMmcwrve vierier Ordmmg x^ =^ 2py, 
x^ = 2qi8. Aus ihren Gleichungen folgt 



X 



y = 7> 



X 



mithin ist laut Formel (4) der yom Ursprünge bis zum Punkte 
x/y/e gezahlte Bogen 



Xx 





die zweite Form wird durch die Substitution 



A, 



Xx 



u 



VF?- 

herbeigeführt Im Hinblick auf das Beispiel 1) ist also der 
raumliche Bogen gleich dem der ebenen Parabel 




a^ = 



2pq 



gezahlt vom Ursprünge bis zu 
der nämlichen Abscisse x, wie 
sie dem Endpunkte des räum- 
lichen Bogens entsprach. 
2? ^ 6) EecHfkation der sphäri- 

schen Curve 

In räumlichen Polarcoordinaten hat die Gurye, yon welcher Fig. 144 
einen Quadranten zur Anschauung bringt, die Gleichungen 
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r ^=a. 



e = ^-9; 



2 



nach Formel (6) ist daher die liSuge des Bogeos AM 



Vi 



yi + cos* 9 dg> 



a I y2 — sin* 9 



dfp 



= aY^ y ]/l — ysin«9 dq> . 




Flg. 146. 



Vergleicht man dies mit den Resultaten in Beispiel 4), 
so ei^bt sich^ dass der genannte sphärische Bogen gleich- 
kommt dem Bogen einer Ellipse mit der grossen Halbaxe 

al/2. der relativen Excentrici1»t -7= , also der kleinen Halb- 

axe ay gezahlt Tom Scheitel der ]Nebenaxe bis zn dem Punkte 
mit dar exeenferisehen Anomalie 9; insbesondere ist der Quadrant 
AG der räumUchen Gurre ebenso lang als der Quadrant jener 
Ellipse. 

§ 3. Oubator krummer Flftohen. 

285. Die Qrundaufgabe der Gubatur: Das Volumen eines 
cylindrischen^ in der Richtung der Z-Axe sich erstreckenden 
Körpers zu berechnen^ 
dessen untere Begren- zi 

zung durch die in der xy- 
Ebene liegende Figur P, 
Fig. 145^ dessen obere 
Begrenzung durch die 
Flache 

gebildet wird, — ist in 

274 gelöst worden, und zwar ergab sich für jenes Volum v 

die Formel 

(1) v=rr0dxdy 

p 

und nach AusfOhrung einer Integration , z. B. derjenigen nach y, 

b 

(2) v^^judx] 
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ng. 146. 



hierin bedeutet u den Querschnitt QBTS des beschriebenen 
Körpers^ geführt im Abstände x parallel zur yxr- Ebene. 

Diese Formeln sollen nun yerallgemeinert werden. Es 
handle sich um das Volumen eines von einer geschlossenen 
krummen Fläche begrenzten Körpers^ Fig. 146; die Begren- 
zungsfläche werde tou jeder 
Parallelen zur is-Axe, deren 
Fusspunkt ^in der xy-^hene 
innerhalb des sichtbaren Um- 
risses C des Körpers^ also in 
der Figur P gelegen ist, zwei- 
mal, in den Punkten Jf^, M^ 
getroffen. Durch die Beruh- 
rungscurve T des umschrie- 
benen Cylinders ist die Ober- 
fläche des Körpers in zwei 
Theile, einen oberen und einen unteren, zerlegt; ersterer be- 
grenzt einen Cylinder über P als Basis, dessen Volumen 




I f 0^dxdy 



ist, wenn 0^^ = NM^ ; der letztere begrenzt einen zweiten 
Cylinder vom Volumen 



ffz^dxdy, 



wo z^ ==: NM^ . Der Unterschied beider gibt das gesuchte 
Volumen, wofür hiemach die Formel 



(3) 



V =yj(z^ — z^dxdy 



gilt. Dies bleibt auch bestehen, wenn die Oberfläche des 
Körpers die a;y- Ebene schneiden sollte (s. Bemerkung zu 
Fig. 124). 

Man kann aber das Volumen des ersten Cylinders auch 
durch 

b 

j u^dXy 
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wobei u= QRTM^SQ, das des zweiten durch 

b 



fu^dx, 



a 

wobei u^^=^ QBTM^SQ, ausdrücken^ und erhält dann für das 
Volumen des yorgelegten Körpers den Ausdruck 

b 

V =:: f (u^ — U2)dX] 
a 

da aber u^ — u, »» u die Flache des Querschnittes SM^ TM^ 
darstellt^ so kann auch 



(4) V ===^ judx 



geschrieben werden. Die Formel (2) ist hiermit als allgemein 
giltig erwiesen. Das Volumen erscheint nun als Grenzwert 
der Summe von Cylindem parallel der x-Axe, welche Quer- 
schnitte u parallel zur ^jer-Ebene zu Orundflächen und deren 
Abstände zu Höhen haben. 

Die Formeln (2), (4) kommen zur Anwendung, wenn der 
Querschnitt u eine Figur Yon bekanntem Flacheninhalte ist; 
in den andern Fällen treten die Formeln (1), (3) in Kraft. 
Bei Ausführung der Int^rale wird selbstverständlich von all' 
den entwickelten Hilfsmitteln entsprechender Gebrauch zu 
machen sein. 

Der hier erörterte Fall, wo die Cubatur durch ein ein- 
faches Integral geleistet wird, ist nicht der einzige dieser Art; 
immer, wenn es gelingt, den Körper in unendlich kleine Elemente 
der ersten Ordnung zu zerlegen, deren analytischer Ausdruck 
sich angeben lässt, kommt es auf eine einmalige Integration an. 

Unter Umständen kann es sich empfehlen, den Körper in 
unendlich kleine Elemente von der dritten Ordnung zu zerlegen 
und sein Volumen zunächst durch ein dreifaches Integral dar- 
zustellen, das sich über den Raum R des Körpers ausdehnt. 
Bei rechtwinkb'gen Coordinaten ist dann (278) 

(5) V = rrCdx dy dz 

und bei räumlichen Polarcoordinaten 



• • • 
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(6) v^^JTfr^BmQdrd^dfi 

in letzterem Falle lasst sich aber die eine Integration, die 
nach r, ausführen. Fassen wir den Fall ins Ange, dass der 
IJrspmng sich innerhalb des Körpers befindet and die Be- 
grenzungsfläche desselben durch 

(7) r-=/-(e,9) 

gegeben ist, wobei f eine eindeutige Function bedeuten soll; 
dann gibt die Integration in Bezug auf r 



f' 



r^dr = Y^ 



und es wird 

(8) V = ^(dipff^mi^d^, 



worin fOr r der Ausdruck »aus (7) zu setzen ist; diese Dar- 
stellung entspricht — bis auf Grössen höherer als der zweiten 
Ordnung — einer Zerlegung des Körpers in Kegel mit der 
Spitze Oy der Basis r^ sin 6 (26 cJf) und der Höhe r. 

886. Beispide von Gubaturen mittels eines einfachen In- 
tegrals. 

1) Oubakir des Kegds und des Kegelstutees. Ordnet man 
den Kegel derart an, dass seine Spitze mit dem Urspmnge 
zusammenföllt und seine Grundflache G zur :r-Axe normal 
steht, so ist der Querschnitt im Abstände x 

Gx* 

wenn H die Höhe des Kegels bedeutet. Daher hat man nach (4) 

ff 

GH 



v = gi / x^dx ^ 



s 

ö 

Wird derselbe Kegel durch einen Querschnitt im Abstände 
H^ Ton der Spitze gestutzt, so hat der Stutz das Volumen 
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es ist aber H^ — H^^h die Höhe^ ^-m=^ff ^ö zweite 
. Qrundfläche des Stutzes, endlich GW^ = Y^^ff} daliör 

2) Ciibahir des allgemeinen EUipsoids 



X 

a 



y' 



z' 



Ü- -I- i- -4- ~ = 1 



Der Querschnitt im Abstände x ist eine Ellipse , deren 
Projection auf der yjer-Ebene die Gleichung 

ylo-f! — 1 _?! 

hat; hiemach ist die Flache dieses Querschnitts 

Da dies eine ganze Function des zweiten Orades ist, so kann 
man nach dem in 282, lY entwickelten Satze schreiben 

a 

V = / ttda? = — (M_a + 4mo + t#«) 5 



— a 



Flg. 147. 



es ist aber !♦_« = t*a = 0, Mq = ä6c, folglich 

o 

3) (M>atu/r des Körpers OABC^ Fig. 147, dessen Basis 
ein Ellipsenquadrant mit den Halbaxen OA => a, OB =» &, 
dessen rückwärtige Begrenzung das 
Dreieck OAG mit OC=^c ist, 
und dessen zur yj9- Ebene parallele 
Querschnitte durch Parabeln MN 
mit der Axe MF und dem Scheitel 
M begrenzt sind. 

Der Querschnitt im Abstände 
OP^x hat die Grosse 



2^ 
3 



u = i^PNPM', 

b 
a 




darin ist PN «» — Ya^ — a;*, PM = — (a — a;); daher 



«* = l^(« — ^)V«*— ^*- 



da' 
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Fig. 148. 



Demnach hat man (265^ 3)) 

a 

V = ^ I (a — x) Ya^ — a^ dx 



a a 

2ahe f «^ 1_1 

~ « 14 8 1 ' 

4) OubcUur v(m BotcMomJcörpern. Botirt die Figur ^.^J^C^ 
Fig. 148, um OX; so beschreiben AC, BD Kreisflächen und 

der Bogen CD eine Rotationsfläche; der 

von diesen dreien begrenzte Körper hat im 

X A Abstände x von den zu OX senkrechten 

Querschnitt 

daher das Volumen 

(9) v = jr / y^dx ; 

a 

y ist vermöge der Gleichung der Gurve CD als Function yon 
X gegeben. 

Umdrehungskörper der LemnisccUe, Aus der Gleichung 

(127, 2)) 

berechnet sich das Quadrat der reellen zu x gehörigen Ordinate 

y« = ^{aya^ + 8a^ — a^ — 2x')] 

demnach ist das Volumen des von dem einen Oval beschrie- 
benen Korpers 

a 

V -= Y /(aVo* + 8aj» — a« — 2a^)dx. 
Nun hat man nach einem S84, 1) erläaterten Vorgänge 
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a a 

fyö^+n^ d» = 2 1/2 A/y + «« dx 

die noch erübrigende Integration ist leicht auszuführen. Nach 
entsprechender Reduction ergibt sich 

t, = ^*[3l/2Z.(3 + 2)/2)-4]. 

Umdrehungskörper der CyMoide, Aus den Gleichungen 

X = a(u — sin w), y = a(l — cos u) 

folgt y^dx = a'(l — cos u)'dw; demnach ist das von der Fläche 
eines Cykloidenastes beschriebene Volumen 



27t 



V = 7t a^ 1(1 — cosuydu 







= 8n:a^ 1 sin^ y du ; 



und da 



ft 

in n i 

I sin® Y du =^2 I ain^wdw = 4 / siu^wdw 



. 1 • 3 • 5 Ä^ ^ 

~ * 2 4 6 T "" T ^ ' 

SO hat man schliesslich 

Anmerkung. Schreibt man die Formel (9) in der Gestalt 

6 



v = 27cj \ydx, 



so erkennt man in dem Integitile, das neben 27t steht^ das statische 
Moment der Figur ÄBDC, Fig. 148, in Bezug auf OX, welches 

Osuber, Torleiangen. II. 15 
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auch gleichkommt dem Producte aus der Fläche S der Figur 
mit der Ordinate T ihres Schwerpunktes £] hiemach ist auch 

(10) v = 27tY'S. 

In dieser Formel spricht sich die nach Guldin benannte Regel 
aus, womcich das von einer Figur von der Fläche S bei voller 
Botation beschriebene VoliMnen ghichJcommt dem eines Oylinders 
von der Basis S und einer HohCy welche durch den Umfang des 
vom Schwerpunkte der Figur beschriebenen Kreises gemessen wird. 
Bei bekanntem S und Y dient die Formel (10) zur 
Cubatur, bei bekanntem v und S zur Schwerpunktbestimmung, 
j^ j^ So hat der von dem Kreise Fig. 149 

beschriebene Torus (186, 3)) das Volumen 

t; = 2ä R • Ar« = 2n^Rr^ (^^^) ; 
hingegen ergibt sich aus dem oben gefun- 
denen Volumen des ümdrehungskörpers der 
Cykloide und ihrer in 281, 4) berechneten 
Fläche S = 3Äa^ die Schwerpunktsordinate 

TT- bn^d^ 5 

2ä • 37ta" T ^' 

durch welche der Schwerpunkt der Figur völlig bestimmt ist. 
5) Das Volumen eines Cylinders zu bestimmen, dessen 
Basis P von der Ellipse 

(A) S+.P = ^ (^>0) 
und der nach oben durch eine Fläche der öleichungsform 

(B) '-Kp + Ö ■ ' 
begrenzt ist. 

Längs der Ellipse 

(C) S + |i'=tt; («'>0) 

hat z den Constanten Wert f{w) , beschreibt also eine Cylinder- 

fläche von dieser Höhe und von der Basisfläche 

nabw\ 

ändert man w um dw, so ändert sich diese Basisfläche um 

einen elliptischen Ring, dessen Inhalt bis auf Grössen höherer 

Ordnung in dw gleich 

nabdw 
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ist; über diesem Ringe ruht nun eine cylindrische Schale^ 
welche als Element des za cubirenden Körpers aufgefasst wer- 
den kann und das Volumen 

nahf{w)dw 
hat. 

Wahrend die veränderliche Ellipse (C) das Gebiet P be- 
schreibt ^ durchläuft w das Intervall (0, A); denn tc; = ent- 
spricht der Ursprung und «; = A die Randellipse (A). Dem- 
nach ist das gesuchte Volumen 

X 

(D) V = itdb rf{w)dw . 



Nach dieser Methode kann beispielsweise das EUipsoid 
cubirt werden; denn 
hat die Gestalt (B) und die Randellipse 

- 4- y" = 1 

die Form (A); demnach ist das halbe Volumen des EUipsoids 
V = nahe 1 yi — w dtv = y Ttdhc |(1 — w)mi = -ö- ^ahc 



und das ganze Volumen ^ ^^^^ ^^ i^ 2). 
Ist 






die krumme Fläche und (A) die Randellipse von P, so hat man 

X 

• t; = %ah Cer'^dw = nah{\ — er^) ; 



für lim A = oo verwandelt sich P in die unendliche Ebene^ 
der Wert des Integrals aber convergirt gegen die bestimmte 
Grenze ;ra&; hiemach ist 



^a'^dx I e f^dy ^^nahy 

— 00 — oo 

15 
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und weU die beiden Integrationen röllig anabhängig von ein- 
ander sind, 



/ 



(vgl. 276, 3)). 

6) Das Volumen eines Cylinders zu bestimmen, dessen 
Basis P der erste Quadrant des Kreises 

(A) x^ + y^ = B^ 

ist und der nach oben hin durch eine Fläche von der Gleichungs- 
form 

(B) - = /-(|-) 
begrenzt wird. 

Längs des Strahles OP, Fig. 150: 

(C) ^ = 0, 

hat den constanten Wert 
/•(a,) = PM; 

yariirt (o um äco, so ändert sich der 
Kreissector OÄPj dessen Fläche 

Y jR* arctg a 

ist, um OPP\ das bis auf Grössen 
höherer Ordnung in d(o gleichkommt 

das über OPP' ruhende keilförmige Element des Körpers 
kann als Prisma angesehen und dem Volumen nach durch 




JL p2 f{<o)d(o 
2 ^ 14-0)* 



+ 

ausgedrückt werden. . 

Da nun ©, während der Strahl OP den ersten Quadranten 
XOY beschreibt, das Intervall (0, oo) durchläuft, so ist 



(D) 



v = -R* jM^. 



Als Beispiel hierzu diene die Bestimmung des Raumes 
unter dem ersten Yiertelgang der Wendelfläche 
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Z = b Arctg — 

innerhalb des Cylinders (A). Nach Formel (D) hat man 
unmittelbar 



287. Beispiele von Gubaturen mittels eines Doppelin- 
tegrals. 

1) Das Volumen des Körpers zu berechnen, der von den 

fünf Ebenen jgi = 0; rr «= a, x ==^ ß, y = y, y = # und von 

der krummen Fläche 

xy0 = (? 
begrenzt wird. 

Nach Formel (1) hat man hiefttr ohneweiters 

JJ xy J ^J y « y 

a Y 

2) Das von der iry- Ebene, dem elliptischen Cylinder 

(^y+(v)*-i 

und dem hyperbolischen Paraboloid 

xy 

c 

begrenzte Volumen zu cubiren. 

Im Hinblick auf das Integrationsgebiet P, Fig. 151, er- 
geben sich als Grenzen bei Vornahme der ^ ^,, 
Legration nach , o, ..."-^..^ 

yi = ^-|-r«*-(^-«)* 

und als Grenzen der darauffolgenden Inte- Y 
gration nach x 

a — a, a -f* ^• 
Hiemach ist 

» =. i-J xdxjydy = ^J dft* — yi*)xdx', 

a — a yi a — a 
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nun ist y,* - y,« = (y, + y,){y, - yd = 4.^-^ya*-{x-a)\ 
daher weiter 

wenn man die Substitution x — a «= 5 anwendet; es ist 
aber (228) 



ßV^^^=^di^O, 



— a 



jy^—^ d\ = 2 JV^^rp d% = ^, 

— a 

infolge dessen schliesslich 

t? = i-. 

c 

Das Resultat lässt eine bemerkenswerte Deutung zu, wenn 

man beachtet, dass nah die Fläche der Ellipse und ^ die 

zu ihrem Mittelpunkte gehörige Applicate des hyperbolischen 
Paraboloids ist. 

3) Der über der rcy-Ebene, unter dem ersten Viertelgang 
der Wendelfläche 

Ä^ = 6 arctg ~ 

und innerhalb des Cylinders 

rr« + y« = iJ2 

befindliche Baum ist in rechtwinkligen Goordinaten durch 



Ä y/P— aj* 



V ^==b I dx f arctg -^ dy 



ausgedrückt, die Integration in dieser Form aber unbequem 
ausführbar. Transformirt man dagegen in semipolare Goordi- 
naten (275, 2)), so ergibt sich leicht 



T 



V = b 1 1 Bjrctg(ig (p)r dr d(p =^b i (pd<p I rdr^= " 



wie in 286, 6). 
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4) Der Köiper, welcher aus der Eagel 

0?^ + y* + ^* = a* 
durch ien Cylinder 

x^ -^ y^ = ax 

ausgeschnitten wird, zerfällt durch die zx- und a?t^- Ebene in vier 
gleiche Theile; sein Volumen, in rechtwinkligen Goordinaten dar- 
gestellt, hat (Fig. 144) den Ausdruck 

V = 4 I dx I yd^ — x^ — y^ dy. 



Bequemer als in dieser Form wird 
die Ausrechnung in semipolaren 
Goordinaten, indem dann 



V 



'ff^^' 



r^ rdrdq>, 




ausgedehnt über den Halbkreis OANO, Integrirt man bei 
festem tp zuerst nach r, so sind und ON = a cos g> die 

Grenzen; darnach ist in Bezug auf q> von bis y- zu inte- 
griren. Man hat daher 



n 

2 



acoi <p 



V 



= 4.fdq>fya^—v^ - rdr 





2 



2 





= i?^/iL 1.) 

"" 3 \2 3/ 

Von der MaThTcugel, welcher der Körper entnommen ist, 
verbleibt also als Rest ein Körper von dem rationalen Volu- 



8 



8 



men -r- a" . 



288. Beispiel einer Gubatur durch ein dreifaches Integral. 
Es ist das Volumen des von den vier Ebenen 
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(A) 



El ^ a^x + h^y + ^i^ + ^i = 
JE?2 = «s^ + 6«^ + Cg^er + ö^ = 

E^ = a^x + \y + c^z + dj^ = 

begrenzten Tetraeders zu berechnen. 

Wollte man die Rechnung in rechtwinkligen Coordinaten 
durchführen^ so müsste das Integrationsgebiet^ durch den üm- 
riss des Tetraeders auf der a;y-Ebene begrenzt, in mehrere 
Theile zerlegt und die Grenzen von is, y, x für jeden beson- 
ders bestimmt werden. 

Führt man hingegen neue Variable x^, y^, z^ ein durch 

die Substitutionen 

{a^x + \y + c^z -=^ x^ 

a^x + b^y + ^^ = yi 

so bedeutet dies eine Zerlegung des Raumes durch drei Systeme 
Ton Ebenen X^, X^, X^ parallel zu E^, E^, E^ in schiefparal- 
lelepipedische Elemente. 

Um die nöthigen Rechnungen übersichtlich durchzuführen^ 
seien die den Elementen von 



(B) 



R = 



«1 

«8 






d. 






's 



d. 



adjungirten ünterdeterminanten mit den entsprechenden grossen 
Buchstaben und die ünterdeterminanten von 

h 



A= 



a. 



«8 



'3 



Ol 
«8 



mit den griechischen Buchstaben bezeichnet. Dann folgt aus (B) 



z == 



«i«i + «iyi +«8^1 



ft«, +fty, 


+ fc«. 


yi «1 + Vi yi 


+ y.«i 



-D4 



^ 


«1 ßl 


n 


^-^ 


«» A 


y» 




«» A 


y» 
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und die Jacob i'sche Determinante der Substitution (B) ist 

Die Integration nach den neuen Yariabeln geschieht zwischen 
festen Grenzen. Die Ebene X^ hat nämlich^ um den Raum 
des Tetraeders zu durchlaufen^ aus der Lage E^, d. i. 

iCi + dl = 

sich in jene zu bewegen^ in welcher sie durch den gemein- 
samen Punkt der Ebenen E^, E^, E^ hindurchgeht. In dieser 
letzten Lage aber hat sie die Gleichung 

kE^ + ^E^ + vE^ = 0, 

wobei Xy ^Lj V den Bedingungen 

zu entsprechen haben, welche aus der Forderung des ParaUe- 
lismus mit Ej^ entspringen. Aus diesen Bedingungen folgt dann 

sodass der Endlage der Ebene die Gleichung 

a,x -\- h,y + c,is - {^d, -\- ^d, -\- ^d,) ^ 
oder 

x,-{^-d,)^0 
zukommt. 

Die Grenzen von x^ sind also — ^ifn ^'' ebenso 

finden sich — d^, -=? d^ als Grenzen Ton y^ und — c?,, 

R 

•jß (/^ als Grenzen von e^ . 

Das verlangte Volumen hat demnach, vom Vorzeichen 
abgesehen, den Ausdruck 

D^ ^ D^ ^ Dt ^ 
—dl — d» — <^ 
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Fig. 152. 



§ 4. Quadratur krummer Flächen. 

289. Die allgemeinste Aufgabe ^ welche sich hier dar- 
bietet^ besteht in Folgendem. Von einer krummen Fläche 

(1) ^ = n^, y) 

ist der durch eine geschlossene Curve T, Fig, 152, hegrenzte 

Theä S seiner Grösse nach zu bestimmen. 

Aber es bedarf erst einer 
Erklärung, was unter der Grösse 
dieser Fläche, die wir auch mit 
S bezeichnen wollen, analytisch 
zu verstehen sei. 

Zum Zwecke der Aufstel- 
lung dieser Definition projiciren 
"" wir S mit seiner Randcurye F 
auf die rry- Ebene und erhalten 
die Figur P mit dem Bande (7. 
Nun theilen wir P durch zwei 

Systeme von Parallelen zu OY und OX in Elemente; ein 

solches Element ayßd sei durch die Theilungslinien x^k—^j 

^8*; ^2/— 2; ^2/ bestinmit, seine Fläche ist 

z/p = {Xik — x^k-%){y2 1 — yu-i)' 

Zu einem beliebig innerhalb z/P angenommenen Punkte 
Xsk—i/y^i—i gehört ein Punkt auf der Fläche, und die Tan- 
gentialebene in diesem Punkte ist zur xy-lSbene unter einem 
Winkel (y) geneigt, dessen Cosinus (197, (5)) 

cos (y) «= 

ist. Diese Tangentialebene schneidet aus dem über ayßä 
errichteten, zur icy-Ebene senkrechten Prisma ein Parallelo- 
gramm aus, dessen Fläche 




cos (y) 



= (a;2Jt — i»2*-2)(y2J — y2i-2)X 



Vfx(Xik-^i^ Vii^iY + fi{x^k-i, yu-iy+ 1 
gleichkommt. Die Doppelsunmie dieser Parallelogramme 

^^ ^/ cos (y) ' 
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ausgedehnt über alle Elemente von P, convergirt aber zufolge 
des in 272 bewiesenen Satzes, wenn alle DifiFerenzen xa — a?9t— s; 
Vii — Vii—i gegen Null abnehmen, gegen eine von der Wahl 
der Punkte Xik^i/yn—i unabhängige Grenze, nämlich gegen 
den Wert des Doppelintegrals 



p 



(3) 



Diese Grenze soll nun die analytische Definition für die Grösse 
von 8 bilden^ so dass wir mit den üblichen Abkürzungen 

fx{(X), y) = -^ =p, fy{x, y) = ^ = q 

die Grundformel erhalten 

(2) 8 =ffVp' + g* + 1 dx dy . 

p 
Dieselbe kann durch Transformation der Variabeln andern 
Coordinatensystemen angepasst werden. Um dies gleich all- 
gemein auszuführen, mögen an Stelle von x, y zwei neue 
Variable m, v durch die Gleichungen 

X = g?(w, v) 

y = V'Cw, v) 
eingeführt werden; infolge von (1) wird auch e eine Function 

derselben werden 

^ = x(w, v). 

Aus der letzten dieser Gleichungen ergibt sich 

dz ^1 ^ 

du -^ du "^ ^ du 

dz dx . dy 

Q-' ö^' cT-f ö^ sind aus den beiden ersten Gleichungen zu 

du du dv dv ^ 

entnehmen. Bedient man sich bei Auflösung dieser Gleichungen 
in Bezug auf jp, j für die auftretenden Functionaldeterminan- 
ten der in 275 erwähnten Donkin 'sehen Bezeichnung, wor- 

nach z. B. 

dx dy 

^i^, y) 



du du 

dx dy 

dv dv 



o / \ i U. S. W. , 
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so wird 



i> = 



d{y,z) 
d{u, v) 



d{z,x) 

€{U^ V) 

* "" d{x, y) 



d(u, v) d(Uj v) 

Da femer die Jacobi*sche Determinante der Substitution (3) 

j^ d{x,y) 
d(u, v) 

ist, so lautet (2) nach vollzogener Transformation (275 , (24)) 

Zuerst werde diese allgemeine Formel auf den Fall semi- 
polarer Coordinaten angewendet; hier sind 

X = r cos g>, y = r sin<p 

und r, g> die neuen Yariabeln; die drei Determinanten haben 



die Werte 








dz 
sin 9 g-^ 




dz 
r cos op ^- 




dz 




dz 

3^ ^^"^"P 




cos ip sin g> 




— 


n 


dn fp r cos g? 



dz . dz , 

r^^cosg) + p:;;smy 



er 



dq) 



dz . dz 

= — r 3- sm g? — «— cos w 
ÖT ^ dtp ^ 



==. r 



ihre Quadratsumme ist 

-+(4;)'+ (!-;)■> 

daher gilt in diesem Falle die Formel 

An zweiter Stelle nehmen wir an, die Flache sei auf 
räumliche Polarcoordinaten bezogen und habe die Gleichung 

(6) r = /-(e, fp) ; 

dann sind 
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o; SS r sin 6 cos fp 
y = r sin 6 sin fp 

z = r cos 

infolge von (6) ebenso wie r Functionen von und y; die 
drei Functionaldeterminanten lauten jetzt 

■^ sin sin 9 + r cos 8 sin y , ^ cos — r sin 

ß T uT 

K— sin sin y 4* ^ sin cos y , g— cos 



dr 



er 



= — r ^ sin cos cos y + r ^ sin 9 + *^ sin* cos 9, 
^ cos — r sin , «j sin cos 9? + r cos cos g> 



dr 



5— COS , 

= — r pr- sin cos sin y — r x— cos 9 + r* sin* sin 9 , 



ö— sin cos q> — r sin sm g? 



ae 



d<p 



^ sin cos 9? + r cos cos y , öq- sin sin y + r cos sin g> 

Sr f^r m 

ö- sin cos y — r sin sin 9^ ^ sin sin g? + ♦^ sin cos y 

= r g^ sin* + r* sin cos 0; 
ihre Quadratsumme ist 

r«(|^)%in«e + .*(|l)Vr*sin«e. 

Infolge dessen gilt fdr raumliche Polarcoordinaten die Formel 

(7) S ^ffyimy + r«] sin* 6 + (|l)* . eie ci^ • 

Für eine sphärische Figur vereinfacht sie sich wesentlich; 
wenn nämlich r ==^ a constant ist, so wird 

(8) 8 = a^JJ^Bin Qdedip, 

wie auch leicht direct gezeigt werden könnte. 

290. Die Formel (2) verliert, wie aus dem Oange ihrer 
Ableitung hervorgeht, Geltung bei einer zur z-Axe parciUden 
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Flg. 158. 



Cylinderfläche. Handelt es sich um die Quadratur des Stückes 
ABDC der Cylinderfläche 

(9) y(^, y) = 0, 

Fig. 153, das begrenzt ist von dem Bogen AB der Leitcurve, 
den Mantellinien AC, BD und der Curve CD, längs welcher 

(9) durch die Fläche 

(10) ti^, y, ^) = 

geschnitten wird, so denke 
man sich den Cylinder in 
eine Ebene abgewickelt; dann 
j^ liegt die Qrundaufgabe der 
Quadratur ebener Curven vor 
mit dem Unterschiede, dass 
an die Stelle der Abscisse der 
Bogen von AB tritt; hier- 




nach ist 

(11) 



x=b 



s 



'- Czds, 



xsssa 



darin bedeutet jene Function von x, welche sich aus (9) 
und (10) durch ElinGiination von y ergibt. 

Einen weiteren wichtigen Fall, wo die Quadratur mittels 
einer einfachen Integration bewerkstelligt werden kann, bieten 
die BotationsfläcJien dar, wenn es sich um die Bestimmung 
einer von zwei Parallelkreisen begrenzten Zone handelt. 

Ordnet man das Coordinatensystem derart an, dass die 
Rotationsaxe mit der is-Axe zusammenfällt, so hat die Fläche 
eine Qleichung der Form (186, 2)) 

(12) e = /-(y^+T) ; 

hieraus folgt 

und die Eintragang dieser Werte in (2) gibt 

S -^ffVl+fW^+y^T dx dy ; 
führt man semipolare Coordinaten ein, so geht dies über in 
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Soll nun eine von zwei Parallelkreisen begrenzte Zone quadrirt 
werden, so sind die Grenzen von r feste Zahlen — die Radien 
jener Parallelkreise, — die von y aber und 2ä; letztere 
Integration kann also unmittelbar ausgeführt werden und man 
erhält 



5= 2ä yVl + f\ryrdr\ 



da nunmehr das übrige Integral von q) nicht abhängt, so kann 
man darin y = setzen, wodurch r= x wird, und findet so 
als endgiltige Formel für die von dem Bogen M^M^ des Meri- 
dians, Fig. 154, beschriebene Zone 



Fig. 154. 




Fig. 155. 




^o ^^ 



h-X 



*1 

s = 2%Jyi + f\xy xdx, 



oder, weil yi + f{^y ^^ ^^^ Bogendifferential ds des Meri- 
dians ist. 



XssJB, 



(13) 



S= 2üt jxds. 



a?—«n 



Dementsprechend beschreibt der Bogen M^M^ der um die 
x-Äxe rotirenden Curve y = f{x), Fig. 155, eine Zone von 
der Grösse 



X=sXi 



(14) 



fif= 271 j yds. 



«=S«0 



Die Ausdrücke 2iixd8^ 2%yds bedeuten bis auf Grössen 
höherer als der ersten Ordnung die von dem Bogenelemente 
MM' im ersten und zweiten Falle beschriebenen Elementarzonen. 
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Die beiden behandelten Fälle sind nicht die einzigen, wo 
zur Qnadrirung einer krummen Fläche eine Integration aus- 
reicht; dies tritt immer ein, wenn sich die Fläche in Elemente 
zerlegen lässt, deren analytischer Ausdruck Ton der ersten 
Kleinheitsordnung ist. 

Anmerkung. Das Integral f yds in (14) hat die Be- 

deutung des statischen Momentes des Bogens MqM^ bezüglich 
der X'Axe, kommt also auch gleich dem Producte Ts aus der 
Ordinate Y des Schwerpunktes JS dieses Bogens und der Länge 
s desselben. Man hat demnach auch 

(15) S=2xYs. 

Darin spricht sich ein Analogon der Guldin'schen Regel (286, 4)) 
aus; es ist nämlich die von dem Bogen s beschriebene Zone dem 
Mcmtel eines geraden Oylinders vom Basisumfange s und der 
Höhe 2% Y gleich, welch' letztere dem vom Schwerpunkte des Bogens 
beschriebenen Kreise gleichkommt. 

291. Beispiele Ton Quadraturen mittels einfacher Integrale. 
1) Quadratur des Botationsparaboloids. Rotirt die Parabel 

y^ = 2px 

um die ^-Axe, so beschreibt der im Scheitel beginnende und 
bei dem Punkte mit der Abscisse x schliessende Bogen eine 
Galotte von der Grösse (14) 



X 



s=2«/i")/i+|;c?x 





= 2tJtry2px + p^dx 



2) Qua>draü(r der Botationsellipsoide. Die Ellipse 

beschreibt bei der Drehung um die :z:-Axe ein oblonges j bei 
der Drehung um die j/-Axe ein abgeplattetes EUipsoid; es sollen 
ihre Gesammtoberflächen bestimmt werden. 



Vierter Abschxütt. Anwendung der IntegrAl-Bechnmig. 241 

Dem BogeBclifferentiale der EllipBe kann man die beiden 
Formen 

verleihen^ jenachdem x oder y als unabhängige Yariable 
gelten soll. 

a) Die Oberfläche des oblongen Ellipsoids ist 



xs=a 



8^2n 



j / yds :^ -f 1 yc^y^ + h^st^ dx 



a?= — a 



— a 



oder, wenn man y mittels der Ellipsengleichung als Function 

Ton rc darstellt und die relative Excentricität b = 

a 

einführt; 







mittels der Substitution ex = au ergibt sich schliesslich (222, 2)) 



(A) 



« 



du 






\ =2«a6[T/r=15+H2^]. 
/}) Die Oberfläche des abgeplatteten Ellipsoids ist 

xds = ^ /Vö^TT"^ ^y; 

drückt man x durch y aus und benützt wieder die reUtire 
Excentricit&t, so kommt zunächst 

b 



S=''-^fVa*aY-\-b^dy 



und mittels der Substitution asy «= J*m 



(B) 









Oinber, Yorlesimgen. II. 



16 



%€? 
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Bei dem Grenzübergänge lim & «» a^ lim £ = liefern 
die Formeln (A), (B) das nämliche Resultat^ nämlich die Ober- 
fläche einer Engel vom Radios a^ «= ^no?, 

3) Quadratur der durch Rotation eines Astes der Cykloide 

X = a(u — sinw) 
y s= a(l — cosm) 
beschriebenen Fläche. 

Weil d5 = 2a sin Y c?w und y = 2a sin* y , so ist 
S = Sjra* / sin* y rfu = IQjta^ 1 sin* © doj = y 



Aus der bekannten Länge 5 =» 8 a (284^ 2)) ergibt sich 
mit Benützung der Formel (15) die Ordinate des Schweiv 
punktes eines Curvenastes 

64 , 

— na 

Y—1 „A« 

^ 2« . 8a S 

4) Einen durch den Cylinder 

a;« + y« = JB« 
begrenzten Gang der Wendelfläche 

j6f = 6 Arctg — 

SU 

zu quadriren. 

Mit Hilfe von ü = ^ , , , q = . ,^ , findet man 

den Cosinus des Neigungswinkels der Tangentialebene gegen 
die 07^ 'Ebene 



cosy = 



V 



1 + 



x' + y' 

und erkennt daraus^ dass er nur abhängt von dem Abstände 
r = Yx^ + y* ^6s Punktes von der ;3r- Axe. Schneidet man 
also die Wendelfläche durch zwei coaxiale Cylinder von den 
Radien r und r -f- dr, so ist der ausgeschnittene bandförmige 
Streifen, der sich in der a;y- Ebene in einen Kreisring von 
der Fläche 2ycrdr projicirt, gleich 



008 y r I j 
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daraus folgt die Oberfläche des ganzen Gkinges 

R 
R b 

S = 2%Jyh^ + r* dr = 2nvjyi + u« du 

-i[fyrTf+>.(»+-)/rTf)]. 

5) QeMk2raft«r der Oberfläche des dreiaxigen EUipsoids 
(A) g + |l + f;=.i (a>6>c). 

Aas der expliciten Darstellung yon z ergeben sich die 
Differentialqnotienten 

X y 

a b 



und hiermit 



cos* y = 



»•«•(Tr+"«'(f)"+-K-(Tr-(in 



Der geometrische Ort solcher Punkte des Ellipsoids^ in welchen 
die Tangentialebene gegen die rry-Ebene unter dem Winkel y 
geneigt ist, projicirt sich auf die rcy-Ebene in eine Curve, 
welche durch die letztgeschriebene Gleichung dargestellt ist, 
wenn man darin y als constant auffasst; geordnet lautet diese 
Gleichung 



(B) 



= sin* y , 



gehört somit einer Ellipse an, deren Halbaxen 

asiny dsiny 



1 _ — cos'y 1/1 Ti — cofl'y 

sind und deren Flache gleichkommt 

//^v n ab sin" y 

(C) U^ 



■J/(1 — a» C08»y)(l — P* COß'y)' 

16* 
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wenn man sich der Abkürzungen 



bedient. 

Durch eine Folge Ton Ellipsen (B) mit wechselndem y 

wird das Integrationsgebiet ^ -(- |^ =» 1 in elliptische Ringe 

zerlegt^ nnd diesen entsprechen auf dem Ellipsoid bandförmige 
Streifen^ deren allgemeiner Ausdruck 

du 

cosy 

ist. Da y, vom Punkte 0/0/c anfangend bis zur ;ry-Ebene, 
das Intervall 0. — durchläuft^ so ist 

m 

T 

du 



-2f 



s 

cosy 





Theüweise Ausführung der Integration gibt 

7t 

— s- 1 ^ [> r uBiny , 

2 *^ |_C08 yJo jJ 008* y ^ ' 

setzt man fKr u den Wert aus (G) ein und transformirt das 
Integral durch die Substitution 

CK cosy = sing), 
setzt 

a ' 

das zufolge (D) ein echter Bruch ist, so wird 

8 r «a5(a* — sin* 9) 1 

2 La nn «p cos 9 |/l — jfc* sin* 9J 





aretina 



. nah p (g* — 8m*y)dy 
a J ßin* fp yi — Ä' sin* 9> 

arcain a 

Formt man nun das Integral, das für sich allein weitet* 
ausgeführt werden soll, durch die Identität 

a* — sin* 9) = a*(l — 7c* sin* 9)) + (a*Ä* — l)sin*9) 
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naiy 80 kommt es, yon den Grenzen abgesehen, gleich der 
Summe 

und wenn in dem ersten Theile partielle Integration zur An- 
wendung gebracht wird mit der Zerlegung )/l — }? sin* fp , 

. ^ , so hat man weiter 

am* y ' 



— a' cotgyj/l — Ä'sin^g) 

J yi — *»8in> ^ ^ V yi — A;«8in»9 ' 

das erste der beiden Integrale zerfällt weiter durch die Umr 
formung 

jk* cos* 9) = i* — 1 + 1 — ** sin* 9) 

und der ganze Ausdruck verwandelt sich in 

— «* cotg<pT/l— Ä*sin*a) — (a*** — «*) ^ , ^^ 

^ yi — Ä* sin* 9 

= — a* cotg (p y 1 — ÄJ* sin* 9 

Cf 

Setzt man dies in den Ausdruck für -r- ein, so wird 



— a= Äa6 I r ^===== — a cotgg) ^1 — Ä* sin*g> 

2 l |_a sin 9 cos 9 yi — k* ain* 9 Jarotina 

arosin a arotin a 





der vom Integralzeichen freie Ausdruck nimmt an der oberen 
Grenze die unbestimmte Form 00 — cx> an, sein Grenzwert 

für lim flp =B ist aber a lim -; u lim -. — = 0. Demnach 

ist endgiltig ^ ^ 



(E) 



8 = 2«ab [y(l — a«) (1 — /J*) 

arciln a aroiln a 
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Die Oberfläche des allgemeinen Ellipsoids drückt sich 
also durch elliptische Integrale erster und zweiter Gattung 
aus. Es ist leicht zu erweisen^ dass die Formel (E) für h = c, 
a =: 6 in die Formeln (A), resp. (B) von Beispiel 2) übergeht. 

202. Beispiele Ton Quadraturen mittels doppelter Integrale. 

1) Den Mantel eines geraden elliptischen Kegels mit den 
Basishalbaxen a^ b und der Höhe c zu quadriren. 

Verlegt man die Spitze in den Ursprung^ die Höhe in die 
(positiTc) Z'Axe^ so hat die Eegelfläche die Gleichung 

ar + if)' - (t)' - 

und ist das Integrationsgebiet durch die Ellipse 

begrenzt. Aus der expliciten Darstellung yon e erhält man 

X y 

a b 



und hiermit 



VF+F+i 



y (t)"+(i)' ' 



so dass sich mit den AbkQrzungen 

— z «' — b P 

ergibt 

die Integration ausgedehnt über die erwähnte Ellipse. Diese 
aber yerwandelt sich durch die projective Transformation 

X 1/ 

in den Ereis 

«i' + yi' = 1 

und das Integral in 
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ausgedehnt über eben diesen Ereis. EinfOhrong semipolarer 
Coordinaten gibt endlich 



in 



8=^ ah I rdr I Ya^ cos* q> -{- ß* sin* q> dq> 



%n 



= ^"Y" / y^^ah cos* 9) + ß^db ÄTi^tpdtp. 

Nach (284^ 4), (A) stellt das Integral fOr sich den umfang 

einer Ellipse mit den Halbaxen a^ah^ ßYah dar, und es hat 
sonach ein gerader Gylinder mit dieser Ellipse als Basis und 

der Höhe i-|- denselben Mantel wie der Kegel. 

Die Yorliegende Aufgabe führt also auf ein elliptisches 
Integral zweiter (Gattung. 

2) Von dem Körper, welchen der Gylinder 

a;* + y* = ax 
aus der Kugel 

rc* + y* + 0* = a* 

ausschneidet (284, 6), Fig. 144), die in die Kugeloberfläche 
fallenden Flachentheile und die ganze Oberfläche zu quadriren. 
Die Beibehaltung rechtwinkliger Coordinaten erweist sich 
hier alsbald als unzweckmässig. In semipolaren Coordinaten 
lauten die beiden Gleichungen 

r s= a cos tp 



z =5 "J/a* — r*; 
in AusfELhrung der Fonnel 200, (5) hat man also 

und fOr den vierten Theil.der auf der Kugel liegenden Flachen- 
theile 
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S a 008 if 

^ = fd f ^^^ 

4 y Y yä»"^:^» 



2 



a=5 a* i (1 — an 9))(?9> fc= a* f ^ Ij 9 


sodass 

iS = 2a»(Ä— 2). 

um femer den cjlindrischen Theil der Begrenzungsfläche 
zu berechnen^ hat man sich der Formel 290^ (11) zu bedienen; 
dabei ist ds das Bogendifferential des Kreises 

r ^^ a cos q> , 

4U0 ds =* V'r*+ r'^dq> »^ adq>, femer derjenige Werl^ 
welcher aus der Verbindung der beiden Gleichungen 

r = a cos <p , IS = }/a*— r* 

hervorgeht, d. i. jgr = a sing). Der vierte Theil dieses Mantels 
ist sonach 



8 



"T"^ ^^ I sin 9) dg) = a^ 



and 



Demnach ist schliesslich die gesammte Oberflache des Körpers 

= 5+ Jf=2Äa% 
gleich der halben Oberfläche der Kugel. 



Fig. 156. 



3) In der icy- Ebene eines 
räumlichen Coordinatensystems ist 
eine zu OT parallele Gerade LL', 
Fig. 156; im Abstände OA »: a 
gegeben; die aus nach dieser 
vT Geraden gezogenen Strahlen OP 
bilden die Durchmesser von Kreisen, 
deren Ebenen durch OZ gehen. 
Yon der Ortsfläche dieser Kreise 

ist jener Theil zu quadriren^ der zwischen dem kleinsten Kreise 

OBA und dem Kreise OMP liegt. 




Vierter Absclmitt. Anwendung der Integral -Rechnung. 249 

Um die Gleichung der Fläche zu finden, beachte man, dasft 
aus 7^-^ = — folgt aber OP *= — OjV, folglich ist weiter 

und dies gibt unmittelbar die gesuchte Gleichung: 

■(^ + y' + ^')^ = Ä(^ + y'). 

Die Quadratur aber gestaltet sich am einfachsten in räum- 
lichen Polarcoordinaten; in diesen heisst die Gleichung der 
Flache 

asine 

4^ SBSS ■■«■«■■ ■ ■ • 

COS (p 

In Anwendung der Formel 290, (7) hat man 

dr a cos Q dr a sin e sin q> 

dQ cos 9 otp cos* 9 

folglich ist 

coa^tpj 2 J cos' 9' 

0, 

das noch erübrigende Integral gibt bei partieller Integration 

/ ätp ^ tgy C nixi^tp , ^ tgy C dtp , / * <gy 
cos' 9 cos 9 ^ 008*9 cos 9 ^ cos' 9 •'^ cos 9 ' 

sodass (251) 

^y ^ tgy I JL J tir C— 4- -?^ V 

cos' 9 2008 9 "^ 2 ' '*\4 "^ 2/^ 

mithin hat man schliesslich 

§ 5. Massenanxiehung und Potential. 

298. Zwischen zwei mit den Massen m, ft begabten 
Punkten ist nach dem Newton 'sehen Attractionsgesetze eine 
in ihrer Verbindungslinie wirksame gegenseitige Anziehung 
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thätig; welche den Massen direct^ dem Quadrate ilu-er Entfer- 
nung T umgekehrt proportional ist^ also den Ausdruck 

hat. Die Ättradionsconstante Je bedeutet die zwischen zwei 
Masseneinheiten in der Entfemungseinheit wirkende Anziehung. 
Der einfacheren Darstellung wegen wählen wir die Massen- 
einheit so^ dass das Product A;ft «= 1 ist; die Wirkung von m 
auf /i drückt sich dann durch 

m 

aus. 

Um die Wirkung eines Systems von Punkten Jf^, M^^.,, 
mit den Massen m^, m^;... auf einen Yon ihnen verschiedenen 
Punkt P — den Äufpunkt — mit der Masse ft zu bestimmen, 
wird man nach den Methoden der Mechanik folgenden Weg 
einschlageiL Nachdem man ein rechtwinkliges Coordinaten- 
system zu Grunde gelegt, bezüglich dessen die Punkte Mi^ P 
die Goordinaten 

haben mögen, sodass ihre (absolute) Entfernung 



(1) n = y(g, - xf + (,, - yy + (& - zy 

ist, zerlege man jede Einzelanziehung in drei zu den Coor- 
dinatenaxen parallele Gomponenten; diese sind für das Punkte- 
paar Mij P 

m^ i,. — Ä fn^Vi — y m^ tf — g 

—y 1 — i 9 — i • 

Durch Summirung über alle Werte des Zeigers % ergeben 
sich daraus die Gomponenten der Gesammtanziehnng 



(2) 









^-2 

die Gesammtanziehung selbst ist der Grösse nach durch 
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(3) B=yx»+ Y^ + Z^ 

und der Richtung nach durch 

(4) co8(B, X) = §, cos(B, r) — J, cos(B, Z) = § 

bestimmt. 

Es ist nun för die Theorie der Anziehung grundlegend 
geworden^ was Lagrange zuerst bemerkt hat^ dass nämlich 
die drei Cofnponenten X, T, Z sich als parHeUe Differential- 
Quotienten einer und derselben Summe in Bezug auf die Coar- 
dinaten des Aufpunktes darstellen Ictssen; diese Summe ist 

Denn in der That ist mit Bücksicht auf (1) 
^ = — V^^' = V^i(!Lll^ = X u 8 w 

dx ^^ r^." dx ^^ j^ r^ *™ 

Die Summe V^ als Function Ton x, y, z aufgefasst^ nennt 
man nach Gauss' Vorschlage das Potential*) des Systems Mi 
in Bezug auf P. 

Liegt an St-elle eines Systems discreter Massenpunkte ein 
stetig mit Masse erfüllter Baum^ ein materieller Körper vor^ 
so führt man dies auf den früheren Fall wie folgt zurück. 
Der Baum wird auf passende Art in Elemente zerlegt; 
innerhalb eines solchen^ ^v^ wird ein Punkt i/rj/t angenom- 
men^ dessen Entfernung yon P mit r bezeichnet sei; die Dichte 
an diesem Punkte **), eine Function von |, r^, f , heisse q. 
Die nach Vorschrift von (2) und (5) gebildeten dreifachen 
Summen 

conyergiren bei Abnahme aller z/t; gegen Null und unter der 
Voraussetzung^ dass P ausserhalb der Masse liegt; gegen be- 



*) Green gebraucht daf&r den Namen Potentialfunction; Hamil- 
ton nennt sie Er&ftefunction. 

^ Als Grenzwert des Quotienten der ihn umgebenden Masse 
durch ihr Volumen bei Abnahme des letzteren gegen Null. 
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stimmte Grenzen^ und diese repräseatiren der Reihe nach 
X, F, Z\ F; man hat also 



(6) 






-'). 



die Integrationen über den Ton der Masse erfüllten Raum 
ausgedehnt. 

Unter Umständen können X, F, Z; V auch durch zwei- 
fache oder selbst durch einfache Integrale ausgedrückt werden, 
wenn Form und Vertheilung der Masse die Bildung Ton Ele- 
menten zweiter oder erster Kleinheitsordnung gestatten, inner- 
halb deren r und q bis auf unendlich kleine Grössen als 
constant angesehen werden dürfen. 

Auch jetzt besteht zwischen V und den Componenten die 

dV 
Beziehung, dass -g— = X, u. s. w., weil unter den gemachten 

Voraussetzungen die Differentiation von V unter dem Integral- 
zeichen vollzogen werden kann, wobei r der einzige variable 
Bestandtheil ist. 

294. Aus den Definitionen (6) und (7) von X, F, Z\ V 
geht unmittelbar hervor, dass es eindeutige Functionen von 
Xy yy z sind, die in jedem Punkte ausserhalb der Masse einen 
bestimmten endlichen Wert haben. 

Weil X, Ty Z die Ableitungen von V sind, so hat 
dieses Verhalten zur Folge, dass F, zunächst im äussern Baume, 
überall stetig verläuft 

Um über das Verhalten von X, F, Z selbst urtheilen zu 
können, ist die Kenntnis der zweiten Ableitungen von V er- 

forderlich. So lange P ausserhalb liegt, darf -x— aus X durch 

Differentiation unter dem Integralzeichen abgeleitet werden; 
man findet so 
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(8) 



a'7 dX 

J. 



X' CX 






Auch die zweiten Diflferentialquotienten *) haben für jeden 
äussern Punkt bestimmte endliche Werte ^ woraus folgt^ dass 
auch Xf Y, Zf im äussern Baume mmächsty stetig verlaufen. 

Eine wichtige Frage geht dahin^ in welcher Weise sich V 
und seine ersten Ableitungen^ also die Anziehungscomponenten 
ändern, wenn der Auipunkt sich von der anziehenden Masse 
immer weiter entfernt. Um sie zu erledigen, wählen wir in 
der Masse einen festen Punkt, bezeichnen seine Entfernung 
von P mit D und führen nun folgende Grenzübergänge durch. 

Es ist 



DV 



fffT^^"^^ 



fOr Um i> •» oo wird jedes lim — •->■ 1, also 



limDF 

/)b:00 



fff'f^'^ 



(fdv aber ist das Massenelement, mithin stellt das Integral die 
anziehende Masse M vor, sodass 

(9) UmDF^Jf, 



2) =3 00 



woraus lim F = sich ergibt. 



Femer ist 



^^ -///(?)■ '-9^ >'' ■• 



wie Mher wird für limD «» oo jedes lim— «» 1; und wenn 

P schliesslich in einer festen Richtung sich fortbewegt, die 

mit OX den Winkel a einschliesst, wird lim^-^^— «« cosa: 
daher 



*) Ausser den angeschriebenen auch ^ — p— s» •— . n. s. w. 
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(10) lim2)*X--- 1 1 j cosa • Qdv = Mcosa^ 

folgUch limZ — 0. 

2) SB 00 

Aus den Gleichungen (9) und (10) ergibt sich also die 
ThatsachC; dass Potential und Attractionscompanenten im Un- 
endlichen unendlich Mein werden, jenes von der ersten, diese von 

der isweiten Ordnung in Beeug auf -^ • 

Addirt man die Gleichungen (8) unter Rücksichtnahme 
darauf^ dass alle Integrale sich über dasselbe Gebiet erstrecken 
und (I — xf + (i? — yy + (S — jef)*= r* ist, so kommt man 
zu der Gleichung 

welche eine zuerst yon Laplace bemerkte Eigenschaft des 
Potentials im äussern Baume ausdrückt und Laplace^sche Glei- 
chung genannt wird. Sie ist nicht blos f&r das Gesetz der 
Massenanziehung, sondern auch fflr andere Naturerscheinungen, 
wie für die Temperaturvertheilung in einem Körper ohne 
Wärmequellen im stationären Zustande, für die Yertheilung 
stationärer galyanischer Ströme in einem körperlichen Leiter 
charakteristisch. 

295. Wenn der Aufpunkt P innerhalb oder an der Ober- 
fläche der anziehenden Masse liegt, so werden die Integrale, 
welche V und seine Differentialquotienten definiren, uneigent- 
liche Integrale (258), indem die Function unter dem Integral- 
zeichen unendlich wird; r wird nämlich Null in dem Punkte 
P, der jetzt dem Integrationsgebiete angehört. 

Es wird nun Sache einer besonderen Untersuchung sein, 
ob die Integrale trotzdem bestimmte Werte haben. Aber 
auch dann, wenn dies der Fall sein sollte, bleibt noch zu be- 
denken, dass die Integrale 298, (6) aus (7) durch Differen- 
tiation unter dem Integralzeichen hervorgegangen sind, durch 
einen Process, der bei einem uneigentlichen Integrale nicht 
ohneweiters statthaft ist. 

Zunächst lässt sich durch eine Transformation der Varia- 
beln zeigen, dass die Integrale in (7) und (6) auch für einen 
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innem Aufpunkt bestimmte Werte behalten^ indem sie in 
eigentliche Integrale übergehen; dagegen bleiben die Integrale 
(8) auch nach dieser Transformation uneigentlich. Geht man 
nämlich von dem gegebenen Goordinatensysteme zu einem 
parallelen mit dem Ursprünge P über, so sind S; 17^ £ durch 
S — Xy rj — y, g — zu ersetzen, während dv = dg drj d^ in 
das Parallelepiped dx^dy^de^ der neuen Goordinaten sich ver- 
wandelt; und transformirt man nun zu Polarcoordinaten, so ist 

g — 0? = r sin cos 9 
iy — y = r sin sin g> 
g — xr = r cos 

zu setzen, während das neue Raumelement, das an Stelle von 
dv tritt (278,2)), den Ausdruck r* sin dr cZ0 rfg> erhält. Dem- 
nach wird 

(12) V =^jyj Qr sin dr c?0 dq> 

und die Integrale für X, F, Z gehen über in 

j j j Q sin* cos g) dr dQ dg) 

(13) < fff^ ^^^ ^ ®^^ ^ ^^ ^® ^^ 

ffjQ sin ö cos dr dQ dg) ; 

das aber sind durchwegs Integrale von bestimmtem endlichen 
Werte. 

um nun zu zeigen, dass auch bei einem innem Punkte 
die Integrale (6) oder die ihnen 
äquivalenten (13) die Ableitungen 
von V reprasentiren, schlagen wir 
folgendes Verfahren ein. Die ganze, 
einfach zusammenhängend gedachte 
Masse M, Fig. 157, werde in zwei 
Theile Jüf^, M^ zerlegt, deren zweiter 
den Aufpunkt P allseitig umgibt; 
sind F, Fj, F^ die Potentiale 
von M, M^y M^ beziehungsweise, so gilt 



Fig. 167. 
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bei Verschiebung von P parallel zur x-Axq nach P' inner* 
halb M^ um den Betrag h mögen V^ V^, F, der Beihe nach 
übergehen in V\ F/, Fg', so iat wieder 

F' — F/ + F,'. 

Aus den beiden letzten Gleichungen folgt 

r— V y(— F, , F,'— F, 

und für lim Ä ««» auch 

F'— F 



lim 



lim-L-^ + lim-* ^^ 



h h ' h 

Der erste Grenzwert rechts ist, wie klein auch M^ sein 
mag, durch das Integral 

Qdv{^ — x) 



ffß 



ausgedehnt über M^, gegeben, da P ausser M^ liegt. 
Es handelt sich also um den zweiten. Aus 



folgt 






nun ist 



Jl_ _L I _ I ^ — ♦^ 

r r rr 






rr 



weil die Differenz zweier Dreiecksseiten kleiner ist als die 
dritte; femer schliesst man aus 

W r) ~ r*"*" r* rr' ^^^ 
dass 

daher ist schliesslich 

Jl_ M/ im [^ ju M 



und 



F' F 



< 
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Bezeichnet Qq die grosste Dichte in M^, r^ die grösste 
Entfernung von P zur Oberfläche von JK^, so erkennt man 
durch Einfährung von Polarcoordinaten, dass der erste Theil 
rechts 

\jjj9 sin ö drdQ dg) < ^ / dg)J sin rfe = 2 jr^o^o 

(Jf^ 

und ehenso der zweite Theil 

in n 

\jJJQ sine c?r d0dg> <^Jdq)J ainBdQ = 2tJt(f^r^' , 

{Md 

wenn < die grosste Entfernung von P' zur Oberflache von 
M^ ist. 



Also ist schliesslich 

V' V 



<25r(>o(^o + <) 



und kann durch Zusammenziehung von M^ unter gleichzeitiger 
Annäherung von P' an P beliebig klein gemacht werden. 

Da hiemach der unterschied zwischen lim — ^ — ^nd 

lim -^-r — - beliebig verringert werden kann, so ist -«— auch 

fQr einen innem Punkt durch das Integral (6) dargestellt. 

Daraus^ dass die Ableitungen von V auch innerhalb der 
Masse überall bestimmte Werte haben^ folgt, dass V auch 
dort eine stetige Function ist. Das Potential ist also im ga/men 
Baume stetig. 

Aber auch die Stetigkeit der Ableitungen X, T, Z von 
V innerhalb der attrahirenden Masse kann erwiesen werden 
und zwar in folgender Weise. 

Macht man von derselben Zerlegung des M Gebrauch wie 
vorhin, so folgt aus 

auch 

X = Xj + Xg , 

wobei nach (13) X, ersetzt werden kann durch 



j jf Q sin* 9 cos (p dr dB dg) ; 



Ol über, Vorleiiugen. II. 17 
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dies aber ist dem nomerischen Werte nach kleiner als 

in n 

Q^ufdq>fmi e de — 4.7t q^Tq , 



kann also durch 4L7C^QQrQ ersetzt werden, wenn — l<'d'<l; 
demnach ist 

Für einen beliebigen andern Punkt P' innerhalb M^ be- 
steht eine ähnliche Gleichung 

und aus beiden ergibt sich 

X'- X - [X,'- X, ) + 4«Q,{»'r,'- »r,). 

Der zweite Theil der rechten Seite kann durch Zusammen- 
ziehung von M^ unter gleichzeitiger Annäherung von P' an 
P beliebig klein gemacht werden; der erste Theil lässt 
sich hierauf durdi weitere Näherung von P' an P beliebig 
verringern, weil P, P' Aussenpunkte von M^ sind; daher 
lässt sich auch X' — X dem Betrage nach so klein machen 
als man will, wodurch die Stetigkeit von X auch im Innern 
erwiesen ist. Ebenso beweist man sie für F, Z. 

Wenn man dieselbe Transformation, welche zu den Aus- 
drücken (12), (13) für V und seine ersten Ableitungen geführt 
hat, auch auf die Integrale 294, (8) anwendet, die für einen 
Aussenpunkt die zweiten Ableitungen darstellen, so gibt das 
erste beispielsweise 

— 1 + Ssiii* 6 cos* q> 



/// 



QsinQdrdQdg), 



und dies ist für einen Innenpunkt wieder ein uneigenÜiches 
Integral, weil r im Nenner verblieben ist. Für Innenpunkte 
verliert also die Definition der zweiten Ableitungen durch die 
Gleichungen (8) ihre Bedeutung. Nichtsdestoweniger hat, wie 
die Beispiele des nächsten Artikels zeigen werden, V auch im 
Innern bestimmte zweite Ableitungen. 

296. Zur Illustration der bisher angestellten Betrachtungen 
legen wir uns die wichtige Aufgabe vor, Potential und An- 
ziehung einer homogenen Kugelschale von sehr geringer Dicke 
für einen äussern und einen innem Punkt zu bestimmen. 
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Die Schale sei Yon zwei Engeln mit den Radien a und 
a '\' da begrenzt und habe die Dichte q. Zerlegt man sie 
durch Kegelflächen mit dem Scheitel 0, n« iäs. 

Fig. 158, der Axe OP und den Öffiixmgs- 
winkeln q> und 9> -f~ ^9 ^^ ringför- 
mige Elemente, so hat ein solches das 
Volumen 

dv =^ 2 %a^ sin tp da dtp 

und sind seine Punkte von P um eine 
Strecke entfernt, deren Quadrat 

r* — a* + D* — 2 a i) cos 9? 

ist; das Potential der Schale ist hiernach 




dtp 





Aus der darüberstehenden Gleichung folgt aber durch Difie 

rentiation 

rdr SB ai) sin 97^9); 

macht man davon Gebrauch zur Umformung von F, so wird 



aoda Cj 



Ist der Punkt P ein äusserer, so sind D — a, i) + a die 
Grenzen von r, daher 

/^ .V TT 4irpa'da Masse der Schale 

(14) F V-- D 

Ist P ein innerer Punkt, so sind die Gh*enzen von r gleich 
a — D, a -{- Dy daher 

(15) V»=4tit(fada, 

Die Richtung der Gesammtanziehung ist hier aus der 
Massenvertheilung unmittelbar zu entnehmen, sie fallt mit PO 
zusammen; man findet also ihre Grösse B durch Differentia- 
tion von F in Bezug auf D, sodass fär einen äussern Punkt 

(14*) B ?^; 

fdr einen innem 

(15*) JS -X 

17* 
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Die Ergebnisse lassen sich in folgendem Satze zusammen- 
fassen: Auf einen äussern Punkt wirkt die Kugelschale soj als 
ob ihre Masse im Mittelpunkte concentrirt wäre; auf einen innem 
Punkt iibt sie keine Anziehung aus^ weü im Innenraume das 
Potential constant ist 

Dieser Satz übertragt sich unmittelbar auch auf eine 
Eugelschale von endlicher Dicke und selbst auf eine Voll- 
kugel^ wenn die Dichte der Masse nur von der Entfernung 
Yom Mittelpunkte abhängig ist, Punkte gleicher Dichte also 
nach concentrischen Kugeln geordnet sind. Im Falle der 
Yollkugel reducirt sich der Innenraum auf den Mittelpunkt. 

Das Potential einer homogenen Kugel vom Radius A und 
der Dichte q in Bezug auf einen äussern Punkt ist hiemach 

/Hß\ -rr Masse isrpJ." 

(16) ^=-B äV" 

und die Anziehung 

(17) B. ifj^. 

Um die entsprechenden Grössen für einen innem Punkt 
P zu bestimmen, lege man durch denselben eine concentrische 
Kugelfläche und beachte, dass ftlr die dadurch begrenzte Yoll- 
kugel die Gesetze (16), (17), für die äussere Schale die Ge- 
setze (15), (15*) gelten; hiemach ist 



(18) 






und 

(19) B ^ + li^. 

Durch neuerliche DifiFerentiation von R nach D ergibt 
sich die zweite Ableitung von V in der Richtung OP, und 
zwar ist für einen Aussenpunkt 

(^) -"=d5==d^ = -8S^' 
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f&r einen Innenpunkt 
(21) 



w_ dB d^ ^nQ 

^ ~ dD~ dD*~ 3 



Die Figuren 159 a, b, c stellen den Verlauf von F, B 
und B' bei yeränderlicliem D innen und aussen dar. 



Fig. 169 a. 



Fig. 169 b. 



Flg. 1690. 






a) Nach (16) und (18) besteht die den Verlauf von F 
anzeigende Gurve aus einer Hyperbel BC und einer Parabel 
CEf welche den Punkt C gemein haben, weil beide Formeln 
für D = J. denselben Wert fftr F liefern. 

b) Nach (17) und (19) setzt sich die Curve, welche den 
Verlauf von B zur Anschauung bringt, aus einer Linie dritter 
Ordnung B'C und einer Geraden CO zusammen, die den 
Punkt C gemein haben, weil beide Formeln fttr i) = J. den- 
selben Wert B ergeben; aus diesem selben Grunde haben 
Hyperbel und Parabel der vorigen Figur in C eine gemein- 
same Tangente. 

c) Nach (20) und (21) besteht endlich die Curve der B' 
aus der Linie vierter Ordnung B"C" und aus der Geraden 
K'F"y die ausser Zusammenhang sind. 

Die Figuren illustriren den stetigen Verlauf von F und 
seiner ersten Ableitung im ganzen Kaume und den stetigen 
Anschluss von aussen nach innen; sie zeigen aber auch die 
ünstetigkeit der im Allgemeinen continuirlichen zweiten Ab- 
leitung bei dem Übergange von aussen nach innen. 

Li der analytischen Darskttvmg besteht bei allen drei Ghrossen 
eine Ünstetigkeit insofern, als F und seine Ableitungen aussen 
und innen durch verschiedene Functionen ausgedrückt sind. 
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297. Die Gomponenten der Anziehung^ welche ein homo- 
gener Körper ausübt, können dnrcli OberflächeninkgraU dar- 
gestellt, also mittels zweifacher Integration bestinunt werden. 

Wir wollen diese wichtige Umformung an der Gomponente 
X zeigen, welche, wenn q constant ist, den Ausdruck hat 

bemerkt man aber, dass vermöge 

ist, so erkennt man, dass eine der drei Integrationen sich aus- 
führen lasst, nämUch die nach g, indem 



£ 



X 



/-#«-(-h 



auf der rechten Seite sind noch die Grenzen einzuführen. Diese 
werden durch die Punkte 1, 2, 3, 4, Fig. 160, bestimmt, in 

p. ^^ welchen die durch den Punkt 

Z p i?/S der yiSf-Ebene parallel 

zur a;-Axe gezogene Gerade 
die Oberfläche des Körpers 
schneidet; die Integration 
nach S geschieht nämlich 
längs dieser Geraden von 1 
nach 2, dann Ton 3 nach 4, 
weshalb 




/- 



^\r) ,fe L_i.a-i._l. 



Dies wäre mit dridt zu multipliciren und weiter zu in- 
tegriren. Die über dem Rechteck drjdi errichtete prismatisdie 
Säule der Sichtung OX schneidet aber aus der Oberfläche vier 
Flächenelemente dS^, dS^, d8^, dS^ aus, die jenes Rechteck 
zur Projection haben; bezeichnet man also den stumpfen Winkel, 
den die äussere Normale n^ in 1 mit der positiven o;- Richtung 
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bestimmt^ mit {n^,x)y den spitzen Winkel^ welchen in gleicher 
Weise die Normale w, in 2 bildet, mit (n^, x\ u. s. w., so ist 

drjdi = — dS^ cos (Wj, x) = dS^ C08(n2, x) 
= — dS^ cos(n8, x) = dS^ co8(n4, x)^ 
daher 

und 

(22) x==-(fff^^^^^, 

die Int^pration Ober alle Elemente der Obeifläche ausgedehnt. 
In derselben Weise transformiren sich 7 und Z zu 



-'// 



*dS coB(n^y) 



Wir wollen von diesem Verfahren Gebrauch machen, um 
die Anziehung einer homogenen Engel direct zu bestimmen 
und mittelbar daraus ihr Potential abzuleiten. 

Verlegt man den Mittelpunkt der Engel, deren Radius Ä 
sei, nach dem Ursprünge, den Aufpunkt P in die positive 
j9-Axe und wendet Polarcoordinaten an, so ist (289, (8)) 

dS = Ä^ sin de dg) 

r — y^« +B^ — 2 AB co«e, 
somit nach (22*), weil Z=»ü, die öesammtanziehung 






2ltQÄ 



■/i 



sine cos 6 (26 



VA'+D* — 2ili)co8e' 

durch partielle Integration ergibt sich weiter 
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B = — H^ (cos ey^* + X>*- 2^2)0086 
-\-fyÄ' + D» — 2ÄD cos e sin e de )' 

^^ («08 ey^» + 2)«— 2^i)co8e 

+ 3^5 (y3qrc^^r2ZD^^» ) " . 

Bei Einführung der Grenzen muss nun zwischen einem 
äussern und einem innem Punkt unterschieden und darauf 
geachtet werden, dass die auftretende Quadratwurzel mit ihrem 
absoluten Werte zu nehmen ist. 

Man findet ftir einen äussern Punkt (D > A) 

in Übereinstimmung mit (17); fQr einen innem Punkt (D<iÄ) 
in Übereinstimmung mit (19). 

dV 
Aus B = j^ ergibt sich durch Integration nach D das 

Potential und zwar aussen 

^ ~ 3 J D* ~ 32) + ^' 

der Wert der Integrationsconstante resultirt aus der Bemer- 
kung, dass für limD = oo lim F= ist; es ist (7=0, so- 
dass endgiltig 

wie in (16). Im Innem dagegen ist 

hier bedeutet C das Potential im Centrum der Kugel; zer- 
legt man zu seiner Bestimmung die Kugel in concentrische 
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Schalen^ so hat eine solche^ deren Radien a, a -^- da sind, 

die Masse 

4tXQa^da 
und das Potential 

4tXQadaj 
sodass 



mithin ist 







wie auch in (18) gefunden worden ist. 

298. Anknüpfend an die letzte Formel sollen die zweiten 
Ableitungen von V für einen Punkt im Innern der homogenen 
Kugel bestimmt werden, l^facht man den Mittelpunkt der 
Eugel zum Ursprünge, während der Aufpunkt eine beliebige 
Lage gegen das Goordinatensystem hat, so ist 

D« = o;« + y« + 0* 
und 

Daraus folgt 

8V 4irga? dV 4ffgy ?Z = ^^p^ 

dx~ 8 ' dy~ 8 ' de ~ 3 ' 

a»F__4«p a»F _^Q ^ 43rp, 

dx^ ~ 3 ' ay" ~ 3 ' dz* ~ 3 ^ 

es haben also die zweiten Differentialquotienten bestimmte 
Werte und ihre Summe ist 

im Gegensatze zur Laplace'schen Gleichung (11), welche für 
einen äussern Punkt bei beliebiger anziehender Masse gegol- 
ten hat. 

Die Gleichung (23), nach ihrem Urheber die Poisson'sche 
Gleichung genannt^ gilt mit entsprechender Deutung und Ein- 
schränkung f&r jeden beliebigen Körper. 

Es sei ein beliebiger nicht homogener Körper und inner- 
halb desselben ein Aufpunkt P gegeben; dem Ganzen liege 
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ein rechtwinkliges Coordinatensystem zu Grunde. Unter der 
Voraussetzung^ dass die Dichte in der Umgebung von P keine 
Unstetigkeit erleidet^ kann man sich eine so kleine den Punkt 
P einschliessende Kugel ausgeschieden denken^ dass innerhalb 
•derselben die Masse als homogen und mit der am Punkte P herr- 
schenden Dichte Q begabt angesehen werden kann. Heisst M^ 
4ie Masse dieser Engel ^ M^ die übrige^ M die ganze Masse, 
80 gilt für die Potentiale Fg, F^, V die Gleichung 

daher auch 

_ idjv,,d^dj^] fg'F, a>F, a'y,K 

~ lex* '^ dy* "T" a«» J "T" l dx* "^ ay* "^ a^e« / ' 

der erste Elammerausdruck hat den Wert 0, weil P in Bezug 
auf M^ aussen liegt; der zweite Elammerausdruck nach dem 
eben behandelten speciellen Falle den Wert — 47rp*, daher 
ist auch 

a*F , d^v x^^y_A 

Es besteht also die Poisson'sche Gleichung auch hier, 
wenn unter q die am Äufpunkte herrschende Dichte verstanden 
wird. 

Im Aussenraume gilt die Laplac ersehe Gleichung (11), 
im Innenraume die Poisson'sche Gleichung (23), an der Tren- 
nungsfläche keine yon beiden; letzteres gilt auch yon Punkten 
im Innern, bei deren Überschreitung die Dichte unstetig sich 
ändert, also an den Trennungsflächen ungleich dichter Massen- 
iheile. Diese Thatsachen hängen mit der an einem besondem 
Beispiel (296) schon erkannten Unstetigkeit der zweiten Ab- 
leitungen von F beim Übergange yon aussen nach innen 
zusammen. 

Es mag noch bemerkt werden, dass die Laplace'sche 
Gleichung als besonderer Fall der Poisson'schen angesehen 
werden kann, insofern an einem äussern Punkte die Dichte 
der anziehenden Masse =» ist. 

299. Eine yon dem Au^unkte P ausgehende Richtung 
S bilde mit den positiyen Richtungen der Goordinatenaxen 



(24) 
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die Winkel a, ß, y] dann ist der nach dieser Richtung gebil- 
dete Differentialquotient des Potentials (48 und 293^ (4)) 

dV dV , dV ^ , dV 

-j— = -5— cos a + -K— cos p -4- -K— cos y 

da ox ^ dy ^ * 00 ' 

e« X cos a + Fcos /J + Zcoay 

= B (cos a cos (iJ, X) + cos ß cos (B, Y) + cos y cos (B, Z)) 

= Bco8(B,S), 

Es ist also der in einer dwrch P gehenden Bichtumg und 
an der Stelle P genommene IHfferentialquotient des Potentials 
die in diese Bichtung fallende Normalcomponente der dort herr- 
schenden Oesammtangiehung, 

Bezeichnet man diese Gomponente mit @^ so folgt aus (24) 

hiemach bedeutet die Änderung, welche das Potential bei dem 
Übergange von P zu dem benachbarten Punkte P' (wobei 
PP'*^ ds) erleidet, die Arbeit, welche geleistet wird, wenn die 
im Aufpunkte P vorhandene Masse nach P' transportirt wird. 

Wird also diese Masse auf irgend einer von P aus- 
gehenden Bahn ins unendliche gebracht, so ist die dabei ge^ 
leistete Arbeit 

weil ja V im unendlichen verschwindet. Es stellt demnach 
das Potential in einem Punkte P die Arbeit dar^ welche ge- 
leistet werden miisste, um die in P vorhandene Masse ins Un- 
endliche zu schaffen. 

Dieser Satz ist ein specieller Fall des allgemeineren, wor- 
nach die Potentialdifferenz zweier Punkte P und P' der bei 
dem Transporte der Masse des Aufpunktes aus P nach P' 
aufgewendeten Arbeit gleichkommt. 

800. Die Gleichung 
(25) F— C 

stellt bei festem C eine Flache dar, und zwar jene Fläche, 

welche Au^nnkte des Potentialwertes C*) verbindet. Bei 

*) Die Fläche ist selbstTerständlich nur dann reell, wenn die zu 
Grunde liegende Masse überhaupt den Potentialwert C zu erzeugen yermag. 
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yeranderlich gedachtem C entspricht ihr ein ganzes System 
solcher Flächen, die man als äquipotentieUe oder als NivecM- 
flächen bezeichnet; sie erfüllen yermöge der Eindeutigkeit ron 
V den Raum einfach, d. h. durch jeden Punkt des Raumes 
geht nur eine derselben. 

Ist P ein Punkt von (25) und S eine durch ihn gehende 
in die Fläche faUende Richtung, so ist vermöge (25) 

der Vergleich mit (24) fahrt zu 

cos(JJ,iS) = 0. 

Die Richtung der Anziehung in P steht also zu allen in 
der Niveaufläche liegenden Richtungen senkrecht, fällt daher 
mit der Richtung N der Normale der Niveaufläche zusammen. 
Hieraus ergibt sich, dass 

(26) S = ^. 

Der in der RicMung der Normaie der Niveaufläche gebildete 
DifferenUalquotient des Potentials bedeutet also die Oesammt- 
anaiehung. 

Man kann aus der Gleichung (26), wenn man deren linke 
Seite als Quotienten auffasst, einen Schluss auf die Lagerung 
der Niveauflächen ziehen. Weil nämlich zwischen zwei be- 
nachbarten Niveauflächen eine constante Potentialdifferenz dV 
besteht, so sagt die Gleichung (26), dass die Anziehung dem 
Normalabstande der Niveauflächen umgekehrt proportional ist 

Wenn eine Curve im Räume so verläuft, dass sie die 
NiveauMchen (25) rechtwinklig durchschneidet, so zeigt in 
jedem ihrer Punkte die Tangente die Richtung der dort herr- 
schenden Gesammtanziehung an. Solche Gurven nennt man 
aus diesem Grunde Kraftlinien. 



Fünfter Abschnitt. 
Differentialgleieliiingen. 

dOL Jede Gleichnng zwischen einer unabhängigen Varia- 
beln Xj einer oder mehreren unbekannten Functionen y^z,.,. 
derselben und Differentialquotienten der letzteren in Bezug auf 
X heisst eine gewöhnliche DifferenHcUgleichung. 

Jede Gleichung zwischen meieren unabhängigen Yariabeln 
Xf y 9 ... 9 einer oder mehreren unbekannten Functionen g^u,,,, 
dieser Yariabeln und Differentialquotienten von sfy u, . . ,y ge- 
nommen nach den x^y,..., heisst eine partidle Differentialgleichung, 

Die Aufgabe, welche der Analysis einer solchen Gleichung 
oder einem System derartiger Gleichungen gegenüber erwächst, 
besteht im engeren Sinne in der Aufeuchung aller solchen 
Functionen y, e,... im ersten, beziehungsweise 0, u, , . . 
im zweiten Falle, welche nebst ihren betreffenden Differential- 
quotienten die Yorgelegten Differentialgleichungen identisch, 
d. i. f£Lr alle Werte der unabhängigen Yariabeln erfdllen. Im 
weiteren Sinne richtet sich die Au%abe dahin, aus den Diffe- 
rentialgleichungen selbst Eigenschaften der durch sie definirten 
Functionen zu gewinnen. 

Die durch die obigen Definitionen gekennzeichnete Schei- 
dung in gewöhnliche und partielle Differentialgleichungen drückt 
sich in der Theorie und Behandlung der Differentialgleichungen 
am schärfsten aus. Innerhalb jeder dieser Gattungen ist am 
meisten maassgebend die Ordnung des höchsten vorkommen- 
den Differentialquotienten; durch sie ist die Ordnung der Diffe- 
rentialgleidmng bestimmt. 

In den Anwendungsgebieten der Analysis, insbesondere in 
der Geometrie und Mechanik, treten Differentialgleichungen 
auf, so oft die Natur eines geometrisches Gebildes oder das 
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Gesetz einer Erscheinmig durch eine Gleichung zum Ausdruck 
gebracht wird^ in welche nebst den bestimmenden Yariabeln 
auch deren Differentiale oder die Differentialquotienten ein- 
zelner unter ihnen in Bezug auf die andern eingehen. In 
vielen Fallen ist es möglich^ den Verlauf einer Erscheinung 
während eines sehr kurzen Zeittheilchens zu kennzeichnen: 
der Ausdruck hiefür ist dann eine Differentialgleickung und 
Aufgabe der Analjsis ist es^ daraus die endliche Gleichung zu ge- 
winnen^ welche den Verlauf während einer beliebigen Zeit angibt. 

A. Oewöhnliolie DUferentialgMehmigen. 

§ 1. DifferentialgLeiolrangen erster Ordnung. AUgemeines. 

802. Eine gewöhnliche Differentialgleichung erster Ord- 
nung hat die allgemeine Form 

(1) A^,y,yO-=0; 

wesentlich ist dab^ jedoch nur das Auftreten von y ; x oiier 
y oder beide zugleich brauchen nicht ezpUcite vorzukommen. 

Die Gleichung lösen heisst alle Ftmctianen y van x be- 
sümmeny welche nebst ihrem DifferenUaiquotienten y sie idenr 
tisch befriedigen. 

Dieser analytischen Formulirung der Aufgabe lässt sich 
eine geometrische an die Seite stellen. Werden Xy y sls 
(rechtwinklige) Coordinaten eines Punktes der Ebene au%efiisst, 
so bedeutet y' den Bichtungscoefficienten der Tangente an die 
den Verlauf von y darstellenden Gurve im Punkte x/y. Die 
Gleichung (1) losen heisst dann ciUe Curven bestimmen^ deren 
Punkte im Vereine mit den zugehörigen Tangenten dieselbe be- 

ng. 161. friedigen. 

In noch anderer Weise kann die Glei- 
chung (1) aufgefasst und die Forderung nach 
ihrer Lösung ausgesprochen werden, wenn 
man sich des Begriffs ^^inienelement^ be- 
dient; darunter soll der Complex aus einem 
Punkte x/y und einer durch ihn gehenden 
Geraden, Fig. 161, verstanden werden; bezeichnet man den 
Bichtungscoefficienten der letzteren mit y , so sind xjyjy die 
Bestimmungsstücke oder Coordinaten des Linienelementes. 
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Angenommen^ dass die Gleichimg (1) in Bezug auf y 
algebraisch und vom ersten Orade ist, so liefert sie zu jeder 
Wertverbindung x/y einen Wert von y, bestimmt also so 
viele Linienelemente, als es Punkte in der Ebene gibt; mit 
andern Worten, sie definirt ein gweifach unendliches System 
von Linienelementen. Die Gleichung lösen wird also nach 
dem Vorausgehenden dahin zu deuten sein, die durch sie defi-- 
nirten Liniendemente duf aMe möglichen Arten in einfach un- 
endliche Scharen ordnen derart, dass die Punkte eine Ourve und 
die Geraden die Tas^genten dieser Curve in den zugeordneten 
Punkten bilden. 

Weil, wie die Folge lehren wird, die Losung einer DiflEe- 
rentialgleichung im Allgemeinen die Ausftihrung von Integra- 
tionen erfordert, so gebraucht man den Ausdruck ,Jntegration 
einer Differentialgleichung^ im Sinne ihrer Losung und nennt 
jede Function y von x oder jede Gleichung zwischen rr, y, 
welche der Gleichung (1) genügt, ein Integral derselben. 

803. Betrachtet man in der Differentialgleichung 

(1) f(x, y,tn-0 ^. „,. 

y als constant, so stellt sie eine Curve dar; 
diese verbindet die Punkte von Linienele- 
menten gleicher, durch den besonderen Wert 
von y' gekennzeichneter Richtung, Fig. 162. 
Lässt man y alle Werte durchlaufen, deren 



X 



es vermöge (1) fähig ist, so beschreibt die 0\ 
Curve ein einfaches unendliches Curvensystenu 

Von diesem Curvensystem ausgehend kann man eine 
Lösur^ der Gleichung (1) wie folgTsich constrnirt denken. 
Es sei 

yo', y/, y/,. . y/, yJ+i,. .. 

eine Reihe in kleinen Intervallen fortschreitender Werte von 
y'; die ihnen entsprechenden Curven seien 

(yoO; (yiO> (yi)> • • • (yO, (yJ+i)> • • •; 

Fig. 163. Von einem beliebigen Punkte Mq der Curve (y^) 
au^ehend lege man durch denselben ein Linienelement der 
Richtung y^] durch den Pimkt Jtf^, in welchem die Gerade 
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Fig. ISS. 








dieses Elementes die Gurve (jf^) zunädist schneidet, ein weiteres 
Linienelement der Richtung y^\ durch den Punkt M^, in 

welchem die Qerade dieses 
Elements die Gurve (y^ 
zunächst trifft^ ein drittes 
Linienelement der Rich- 
tung y^^ u. s. w. Das auf 
diese Weise construirte 
Polygon nähert sich bei 
^X Abnahme aller Intervalle 
(y/,!//+i) gegen Null einer 
Gurve als Qrenze, welche mit ihren Punkten und den Tan- 
genten in denselben der Gleichung (1) genügt, folglich eine 
Loswng dieser Gleichung bildet. Mit Rücksicht auf die Schluss- 
bemerkung des vorigen Artikels wird eine solche Gurve auch 
als Integrolcwirve der genannten Gleichung bezeichnet. 

Da jeder Punkt der Gurve {y^) zum Ausgangspunkte für 
eine solche Integralcurve genommen werden kann, so gibt es 
der Integralcurven ein einfach unendliches System, dessen Glei- 
chung die Form 

(2) F{x,y,C)^0 

haben wird; der veränderliche Parameter (7, dessen Einzelwerte 
die einzelnen Integralcurven oder PaHiciilarintegrdle indivi- 
dualisiren, heisst die willkürliche Constante und die Gleichung 

(2) das allgemeine oder vollständige Integral der Gleichung (1); 
sie stellt die allgemeinste Beziehung zwischen x und y vor, 
welche mit der Differentialgleichung (1) im Einklänge steht. 

umgekehrt, ist ein einfach unendliches Gurvensystem durch 
die Gleichung 

(3) 0(x,y,a) = O 

mit dem veränderlichen Parameter a gegeben, so existirt eine 
Differentialgleichung erster Ordnung, welche dem Systeme ent- 
spricht. Dieselbe wird dadurch erhalten, dass man aus (3) 
durch Differentiation in Bezug auf x die weitere Gleichung 






ableitet und zwischen beiden den Parameter a eliminirt; das 
Resultat dieser Elimination, von der allgemeinen Form 
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(5) <ip(^;y;y')*=o> 

ist die besagte Differentialgleichung. Sie drückt die Beziehung 
ausy welcher dUe Linienelemente des Currensystems (3) Genüge 
leisten und heisst die Differentialgleichung dieses Gurvensjstems. 
Daraus ergibt sich die wichtige Thatsache^ da$$ ein einfach 
unendliches Ourvensystem analyiisch in zweifacher Weise charah- 
terisvrt werden kann: durch eine endliche Gleichung zwischen 
zwei Yariabeln und einem yeränderlichen Parameter und durch 
eine Differentialgleichung erster Ordnung mit denselben zwei 
Yariabeln. 

804. Bei Lösung von Au%aben, welche Curvensysteme 
betreffen, wird bald von der endlichen, bald von der Differen- 
tialgleichung mit Yortheil Gebrauch zu machen sein. Zur 
Illustration mögen die folgenden Beispiele dienen. 
Beispiel 1, Durch die Gleichungen 

y — )^ = m{x — a) 
y — &'*= m\x — a') , 

wenn darin m, m' als veränderliche Parameter gelten, sind 
zwei Strahlenbüschel mit den Mittelpunkten a/&, a' /V be- 
stimmt. Besteht zwischen den Parametern die in Bezug auf 
beide lineare Gleichung 

so sind dadurch die Strahlen beider Büschel in gegenseitig 
eindeutiger Zuordnung, und der Ort der Schnittpunkte zugeord- 
neter Strahlen oder das Emeugnis der beiden Büschel ergibt 
sich durch Elimination von m, m' zwischen obigen drei Glei- 
chungen, wodurch 

<y-h)(y-V) + (i{x-o!){y-h) + Y{x-a){3/-V) 

+ d{x — a)(x — a') = 

erhalten wird; dies aber ist eine Gleichung zweiten Grades in 
Bezug auf x, y. Das Erzeugnis zweier prcjediven StroMen- 
hüschel*) ist also eine KegelschniUslinie. 



*) Das Wesen der Projectiyit&t zweier (Gebilde erster Stufe (Punkt- 
reihen, Strahlenbfischel etc.) besteht in der gegenseitig eindeutigen Zu- 
ordnung ihrer Elemente. 

Csnber, Vorlesangoii. IL 18 
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Beispiel 2. Es ist der Ort der Punkte zu bestimmen, in 
welchen die Ereiae des Ereisbüschels 

(6) i^ + y^ — 2ßy^a^ 

— yerilnderlicher Parameter /} — von den Geraden des StraUen- 
büschels 

(7) y — c — m{x — l) 

— yeranderlicber Parameter m — A) rechtwinklig geschnitten, 
B) berührt werden. 

Eliminirt man zwischen der Gleichung (6) und der daraus 
hervorgehenden 

^ + yy — ßy'= o 

den Parameter /), so erhält man die Differentialgleichung 

(8) {a?-y'-a^)y'=2xy 

des Ereisbüschels. Auf demselben Wege ergibt sich aus (7) und 

äy 
dx 

die Differentialgleichung des Strahlenbüschels 

zur Unterscheidung sind in (8) und (9) für den Differential- 
quotienten verschiedene Symbole gebraucht worden. 

Im Sinne der Forderung A) ist der Ort solcher Punkte 
zu bestimmen, in welchen 

ist; seine Gleichung ergibt sich durch Elimination von y' und 

— zwischen dieser und den Gleichungen (8), (9); sie lautet 

(x^ + y*)^ — b{^ — y^ — 2cxy — a^x + öt*& = . 

Die Forderung B) verlangt den Ort von Punkten, in 
welchen 

die Elimination von i/, -^ führt jetzt zu 

€kX 

{a? + y^y + c{x^ — y^) — 2lxy + CL^y — a*c = . 
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Die verlangten geometrischen Orte*) sind also Gurven 
dritter Ordnung^ welche wegen des gleichartigen Baues ihrer 
Gleichungen ähnliche Eigenschaften besitzen. 

805. Es ist im voraus einleuchtend^ dass zwischen der 
Structur einer Differentialgleichung und derjenigen ihres all- 
gemeinen Integrals ein Znsammenhang bestehen wird. Bevor 
wir diesen Zusammenhang in einer Anzahl wichtiger Falle 
feststellen^ wollen wir einen hiermit zusammenhängenden Be- 
griff entwickeln. 

Es sei 

(10) F(x, y,C) = 

ein einfach unendliches Gurvensystem; auf dasselbe werde die 
Transformation (es, II) 

(11) X = (p(x^, yi, a), y *= il;(xi, y^, a) 

mit dem veränderlichen Parameter a angewendet. Verwandelt 
sich dabei die Gleichung (10) in eine gleichartig gebaute mit 
den Yariabeln x^, ffi, nämlich in 

(12) Fix^, y„ C,) = 0, 

SO bedeutet dies^ dass durch die Transformation (11) jede 
Curve von (10) in eine bestimmte andere desselben Systems 
verwandelt worden ist; es wird im Allgemeinen G^ eine Func- 
tion von C und a sein. Wir wollen dann sagen, das Gurven- 
system (10) gehe bei der Transformation (11) in sich selbst 
über oder bleibe invariant. 
Ist 

(13) f{x, y,i/) = 

die zu (10) gehörige Differentialgleichimg, so kann die zu 
(12) gehörige auf zweifache Weise gewonnen werden; einmal 
durch Anwendung der Transformation (11) auf (13), oder aber 
durch Differentiation von (12) nach x^ und Elimination von C^^ 
da aber (12) mit (10) bis auf die Bezeichnungen völlig über- 



*) Die Ortscurven können anch als Erzeugnisse des vorgelegten 
Kreisbüschels mit zwei projectiven Strahlenbüschebi dargestellt werden, 
die erste mit dem Dnrchmesserbüschel aus dem Punkte &/c, die zweite 
mit dem Polarenbüschel, welches dem genannten Punkte in Bezug auf 
das Kreisbüschel entspricht. 

18* 
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einstimmt^ so wird auch die neue Differentialgleichimg mit jener 

(13) übereinstimmen^ also lauten müssen 

(14) fix,, y„ y/) =- 0. 

Es ändert hiemach eine Transformation, welche ein (hrven- 
System invariant lässt, auch die Form seiner Differentialgleichung 
nicht oder lässt auch diese invariant 

Gelingt es also^ zu einer gegebenen Differentialgleichung 
eine Transformation zu finden^ bei welcher sie inyariant bleibt, 
so führt diese selbe Transformation auch das System der In- 
tegralcurven in sich selbst über. Wie daraus auf die Form 
dieses Integrals geschlossen werden kann^ werden die folgenden 
Beispiele zeigen. 

Beispiel 1, Die Differentialgleichung 

(15) fix, y-) = 0, 

in welcher y explicit nicht yorkommt, defi- 
nirt ein System von Linienelementen von 
solcher Beschaffenheit^ dass die Punkte 
paralleler Elemente auf Geraden parallel der 
'X y-Axe liegen, Fig. 164. 

Daraus ist der Schluss zu ziehen, dass 
ihr allgemeines Integral bei allen Trans- 
lationen parallel zur y-Axe inyariant bleibt und daher die 
Form hat 

(16) F(x, y + C) - 0. 

In der That, die genannten Translationen sind durch 




(17) 



3/ — — SC- 



t} 



!/ = yi + « 



bestimmt; dadurch yerwandelt sich (16) in 

^(^i; Vi + Ci) = 0, wobei 0^ = 0+ a 

und (15), weü dx^dx,, dy=dy^, also ^ = y'=^ =y/ 
ist, in 

f{^u Vi) = 0. 

Beispiel 2, Gleiche Überlegungen führen dazu, dass eine 
Differentialgleichung 

(18) fiy, y') - 0, 
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in welcher x nicht erscheint^ ein Integral von der Form 

(19) F{x + C,y)-Q 

hskiy welches bei allen Translationen parallel zur a;-Axe 

(20) rr — a?i + a, y — y^ 

unverändert bleibt. 

Beispiel 3. Die Differentialgleichung 

(21) fiy-kx,j/)--0, 

in welcher h eine Gonstante bedeutet^ definirt ein System von 
Linienelementen, in welchem Punkte pa- Fig. i66. 

ralleler Elemente auf Geraden vom Bich- 
tungscoefficienten h liegen^ Fig. 165. Ihr 
Integral bleibt daher bei allen Trans- 
lationen in der durch k bezeichneten 
Riehtang unverändert^ hat somit die Form 

(22) F(x + C, y + JcCr)^0. 
Derlei Translationen sind durch 

(23) a; «= a?! + a, y = y^ + i« 

bestimmt; hierdurch aber verwandelt sich (22) thatsächlich in 

F(xi + Cj, y^ + kCi) = mit 0^ = 0+ a 
und (21) in 

(24) /-(yi-*^, y;)-o. 

Beispid 4. Die Differentialgleichung 

(25) f{x, -^) - 

ändert sich nicht^ wenn man auf sie die Transformationen 

(26) X'^Xi, y-^ay^, «»i«. 

welche als affine Trcmsformcdionen or- ^ Y V 
ihogonal zur a;-Axe bezeichnet werden^ ^ /\ 

anwendet, Fig. 166. Mithin hat ihr 
allgemeines Integral die Form 

(27) Z(a:, Cy)-=0. 

Beispiel 5. Man überzeugt sich in 
gleicher Weise, dass die Differentialgleichung 

(28) f(y, xy") - 
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bei den affinen Transformationen orthogonal zur y-Axe 

(29) x = ax^y y^Vi 

unverändert bleibt und daher ein Integral von der Form 

F{Gx, y) = 
besitzt. 

Beispiel 6, Eine Differentialgleichung von der Gestalt 

(30) y- f{i) 

wird eine homogene Differentialgleichung genannt. Sie definirt 

ein System von Linienelementen solcher Art, dass die Punkte 

Fig. 167. paralleler Elemente auf Geraden durch 

den Ursprung liegen, Fig. 167. 

Daraus schliesst man, dass das 
System der Integralcurven bei perspec- 
tivischer Transformation aus dem Ur- 
sprünge, d. h. bei proportionalen Ver- 
änderungen aller Strahlen aus dem Ur- 
sprünge unverändert bleibt^ dass mithin 
das allgemeine Integral den Bau 

(31) Fix, y) + C9(x, y) - 

haben müsse, worin F, 9 homogene Functionen bedeuten. 

Thatsachlich verwandeln die perspectivischen Transfor- 
mationen 

(32) x = axy^ y = ay^ 
die Gleichung (30) in 

und auf (31) angewendet geben sie, wenn F vom Homogeni- 
tätsgrade r, O vom Grade s ist, nach 65 

^(^1, Vi) + Ci 0(x^, yd — mit C^ = a-'-C. 

§ 2. IntegraüODsmefhodeii für Differentialgleiohangoii 

erster Ordnimg. 

806. Einen Ausdruck Xdx, wo X Function von x allein 
ist, nennt man ein ezactes Differential in x. 

Wenn die Glieder einer Differentialgleichung exacte Diffe- 
rentiale sind, so sagt man, die Yariabeln seien gebrennt; die 
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Integration der Gleichung kann dann unmittelbar vollzogen 
werden. 

Hat nämlich eine Differentialgleichung erster Ordnung und 
ersten Qrades (in Bezug auf y') die Form 

(1) Xdx + Tdy — 0, 
so folgt aus ihr unmittelbar 

(2) fxdx +fTdy - C; 

diese endliche Gleichung bildet das allgemeine Integral der 
vorausgehenden. Dabei wird die Losung als vollzogen be- 
trachtet^ gleichgiltig; ob es möglich ist; die Integrale durch 
die elementaren Functionen in endlicher Form darzustellen 
oder nicht. 

In manchen Fallen gelingt die Trennung der Varidbeln 
durch einen einfachen Bechnungsprocess, wie z. B. in dem Falle 

XiT^dx + X^T^dy — 0, 
wo man nach Multiplication mit y ^ erhalt 

In andern Fallen mass zu besondem Hil&mitteln ffesrifiFen 
werden, nnd nnter diesen ist die Transformation einV^oder 
beider Yariabeln eines der wichtigsten. 

807. Beispiele. 1) Die Differentialgleichung 

lautet nach Trennung der Yariabeln 

dx I dy f. 

«> + 1 "T" y> + 1 " 

und gibt zunächst 

arctgo; -f- arctgy »» C. 

Von dieser transcendenten Form kann man leicht zu einer 
algebraischen Form übergehen ^ wenn man die linke Bogen- 
summe durch einen Bogen ersetzt und für C schreibt arctgc; 
es ist dann 
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und daraus folgt 



1 — «y 
Auch bei den Differentialgleichungen 



dx X dx yi — X* 

ergibt sich das Integral zunächst in transcendenter Form, 
nämlich 

l,^s=zC, aresin a; + ftr<5siny= C; 

man kann aber auf ähnlichem Wege zu den algebraischen 
Gleichungen 

y,^cx, xyi — y* + yyi — a^ = c 

übergehen. 

2) Die Bahn eines Punktes zu bestimmen ^ dessen Be- 
wegungsrichtung in jedem Augenblicke senkrecht ist zu dem 

Fig. 168. riBßh einem festen Punkte geführten 

Y Strahle, Fig. 168. 

Weil tg9 = — und tga = ^, so 

lautet die Differentialgleichung der Bahn- 
curyen 

X dx ' 
und nach Trennung der Yariabeln 

xdx + ydy = 0; 
demnach ist die Gleichung der Bahncurven selbst 

a^ + y'-C. 

3) lüt Beziehung auf die frühere Figur sei die Bahn- 
curve eines Punktes zu bestimmen, dessen Bewegungsrichtung 
in jedem Augenblicke so beschaffen ist, dass q> und a comple- 
mentäre Winkel sind. 

Aus der Differentialgleichung 

dy x 

dx "y 
folgt 

x^ — y^ = C 
als Gleichung der Bahncurven. 
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4) Die Gurven mit constanter Subnormale a) im recht- 
winkligen^ b) im polaren Systeme zu bestimmen. 

a) Aus der bezüglichen Differentialgleichung 

ergibt sich 

y« = 2ax + G. 

b) Im andern Falle ist 

dr 

die Differentialgleichung und 

r SS a9 -^ C7 

die Gleichung der Gurren selbst. 

Die erste Eigenschaft kommt also congruenten zur a;-Axe 
symmetrischen Parabeln^ die zweite archimedischen Spiralen za. 

5) Um die Differentialgleichung 

(1 + xy)ydx + (1 — xy)xdy = 0, 

bei welcher die Trennung der Yariabeln unmittelbar nicht 
vollzogen werden kann^ zu integriren^ führe man an Stelle 
Yon Xj y neue Variable e^ u wie folgt ein: 

xy = 

X 

— = m; 

y ' 

daraus ergibt sich 

xdy + ydx^=^ de 

ydx — xdy = y^du 

'^^ du 



und die Gleichung lautet nunmehr 

de A (JfM = ; 

hier lassen sich die Yariabeln trennen und die Integration gibt 

kehrt man zu den ursprünglichen Variabein zurück^ so ist 

X = Cye*'' 
das allgemeine Integral. 
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808. In 805, 6) wurde bereits eine homogene DifFerential- 
gleichung als eine solche definirt, welche y' als IVinction von 

^ darstellt^ und gezeigt^ dass ihr Integralcurven-System bei 

den perspectiviscben Transformationen aus dem Ursprünge un- 
yerandert bleibt. Eine solche Gleichung entspringt aus der 
allgemeineren Form 

(1) ip{x, y)dx + *(a?, y)dy^ 0, 

in welcher q>{Xy y), i;(x, y) homogene Functionen desselben 
Grades vorstellen. Ist n dieser Grad^ so ist 

q>(x, y) = rc*ip(l, -l), ifixy y) = ic«^(l, |-) ; 

daher lautet (1) nach Unterdrückung des Factors ^ 

Führt man x und -^ = u als Variable ein, so kommt man 

yermöge der Beziehung 

dy =^udx + xdu 
zu der neuen Form 

q>(l, u)dx + ^(1, u)(udx + xdu) «= 0, 

in welcher sich die Yariabeln trennen lassen wie folgt: 

dx. V>(i» u)du ^^ 

X ■r'9?(i,i«) + u^(i,i«) ^> 

die Integration ergibt dann 

(^) ^•*+/9(l.t)Vit'(l.«)"^- 

Hat also die Gleichung die Gestalt 

(») y-fii). 

60 lautet die Losung 

(4) l..-fj^^^C. 

Nach vollzogener Integration ist u wieder durch -^ zu 
ersetzen. 

800. Beispide. 1) Die Differentialgleichung 

{ax + hy)dx + {a'x + Vy)dy — 
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lasst Losung in endlicher Fonn zu. Denn nach (2) ist ihr 
Integral 

und die vorgeschriebene Integration ist nach den für die ge- 
brochenen rationalen Functionen ausgefährten Methoden aus- 
fahrbar. 

Auf den obigen Fall lasst sich die allgemeinere Gleichung 

(ax + &y + c)dx + {ax + Vy + (f)dy = 
zurückfahren^ wenn man 

X = XQ + i, y — y^ + ij 

setzt und die Gonstanten x^^ y^ derart bestimmt^ dass 

«a^o+ ^yo+ ^=0 

wird; denn in den neuen Yariabeln |, ri lautet dann die 
Gleichung so wie Torhin. Der Sinn dieser Transformation ist 
der^ dass das Gurvensystem jetzt nicht in B^zug auf den XJr- 
spmngy sondern in Bezug auf den Punkt xjy^ perspectivische 
Umformung zulasst. 

Eine, derartige Bestimmung von x^^ y^ ist aber nur mög- 
lich, wenn 

a h 

a' V 

ist; findet hingegen — »s ---(=A;) statt^ so kann für die obige 
Gleichung 

{ax + 6y + c)dx + [k{ax + hy) + c^dy «=» 

geschrieben werden^ und werden jetzt x und aX'\'hy^=^v als 

Variable eingef&hrt^ so ist die Trennung möglich; man hat 

nämlich 

hiy + c)dx + (iv + c'){dv — adx) — 

und hieraus 

•^ (6 — ah)v -{-he — ac' 

2) Es sind Gurven zu bestimmen^ bei welchen die IJr- 
sprungsordinate der Tangente eine homogene lineare Function 
der Goordinaten des Berührungspunktes ist. 



^aV—cih^O 
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Die Differentialgleichung 

y — xi/~ax + by 

dieser Curven kann auf die Form 

[ax + (& — l)y]dx + xdy = 

gebracht werden, welche im vorangehenden Beispiele behandelt 
worden ist. Das allgemeine Integral 



'-+/ä 



^•^+'^^-^-^ 



in seiner endgiltigen Gestalt 

bestimmt bei rationalem b ein System algebraischer Gurren. 
Für ax -{-by ^x -j- y ist es das Parallelstrahlenbüschel 

x + y^C, 

für ax -^ by '^ y — x das Parallelstrahlenbüschel 

y — x — C] 

für ax -{- by ^ X — y hat man 

X — y = Cx^, 

also ein Büschel dnrch den Ursprung gehender Parabeln, deren 
Axen der y-Axe parallel sind und deren Brennpunkte in der 
X'Axe liegen. 

3) Es sind Curven zu bestimmen, bei welchen die Tan- 
gente mit der Abscissenaxe einen doppelt so grossen Winkel 
bildet, als der aus dem Ursprünge nach dem Berührungspunkte 
gezogene StrahL 

Mit Bezugnahme auf Fig. 168 soll also a «== 29, also auch 

tg«=i_tg>' 
d.h. 



- (1) 

sein. Die Einführung von -^ «» t« gibt 

^kdx + xärji, = ^ _ , dx\ 
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und trennt man die Yariabeln, so ist weiter 

(1 — u*)du dx ^ 

f*(l + !*•) ~"ä"' 

setzt man 1 + w' — 2m* för 1 — w*, so wird nach vollzogener 

Integration 

lu — 1{1 + u^) + IC = Ix-, 

durch Übergang zu den Zahlen und Restitution des Wertes 
ffir u ergibt sich schliesslich 

x' + y^^Cy. 

Die gesuchten Linien sind also die Individuen eines die x-Axe 
im Ursprünge berührenden Ereisbüschels. 

4) Es sind Gurven zu bestimmen, bei welchen der Ab- 
schnitt der Tangente auf der Ordinatenaxe gleich ist dem nach 
dem Berührungspunkte aus dem Ursprange geführten Leit- 
strahle. 

Aus. der Gleichung iy — y «« t/(^ — x) der Tangente ergibt 
sich deren Ordinate im Ursprünge y — xy'] demnach lautet 
die Differentialgleichung der gesuchten Gurven 

y — x^=ya?* + y*; 
daraus folgt 

und für ~ H= « weiter 

X 

u + x^ = u—Yr+i?, 

woraus 

dx j^ du ^ 

und in weiterer Folge 

lx + l{u + ]/l + u») — t C 

x{u + yi + M») = c 
y + y^+l^-C; 

nach Beseitigung der Irrationalität hat man 

x' = —2Cy+C^ 

und erkennt, dass die verlangten Gurven confocale Parabeln 
sind, deren gemeinsamer Brennpunkt der Ursprung und deren 
Axe die y-Axe ist. 



286 Zweiter TheiL Integral -Rechnung. 

810. Wenn eine Differentialgleichung der ersten Ordnung 
und ersten Grades in der Form 

(1) Mäx + Ifdy = 0, 

wo M^ N im Allgemeinen Functionen yon x, y bedeuten^ ge- 
schrieben ist, so liegt es nahe, zu fragen, ob nicht die linke 
Seite das unyeranderte Resultat der Differentiation einer ge- 
wissen Function darstelle; wäre dem so und u diese Function, 
so könnte statt (1) kurz 

du = Q 

geschrieben werden; das aber findet für beliebige Werte von 
X, y nur statt , wenn 

(2) u^C; 

damit hätte man das allgemeine Integral Ton (1) gefunden. 
Da aber in solchem Falle 

sein maaa, so folgt, dass nothwendig 

(3) |^-¥^ 

V / dy ox 

ist, weil beide Differentialquotienten der Ausdruck ftlr ^ ^ sind. 

Nur wenn also die Bedingung (3) erfüllt ist, ist die linke 
Seite der Gleichung (1) ein ,,exactes Differential^^; die Glei- 
chung selbst heisst dann eine exdde Differentialgleichung. 

Das Vorhandensein der Bedingung (3) Torausgesetzt, kann 
die Function u und dadurch das aUgemeine Integral auf fol- 
gende Weise bestimmt werden. 

Da Mdx das partielle Differential von u in Bezug auf x 
vorstellt, so wird u durch Integration von Mdx in Bezug auf 
X erhalten bis auf einen von y allein abhängigen Theil, sodass 
man setzen darf 

tt ^fMdx + r, 

wobei die Integration so zu geschehen hat, als ob y constant 
wäre. Durch Differentiation dieser Gleichung ergibt sich aber 

du = Mdx + Ndy = Mdx + [^^^^ + ^]dy 
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und daraus schliesst man, dass 

^ dfMdx . dY 



woraus 



mithin ist 

Wäre man von Ndy als dem partiellen Differentiale nach 
y ausgegangen^ so liätte sich ergeben 

« ^jMdx +fNdy -ß-^ dx. 

Die Übereinstimmmig der differirenden Theüe ist eine 
Folge der Bedingnng (3); denn es ist 

Das Integral von (1) kann also in einer der Gestalten 
fMdx +jNdy -/^^ dy^C 

^'^ ^ jMdx +jNdy -p-^ dx^C 

geschrieben werden. 

811. Beispiele. 1) Die Differentialgleichung 
^(^ + 2y)rfjr + {a? — y^dy — 
ist exact, weil 



Nun ist 



d\x{x + 2y)3 „ 2a: — ^(^'-y') 
dy dx 

J x(x + 2y)dx — y + a;«y 
J(p^ — y^dy — x^y—^ 

^fx(x + 2y)dx • 
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demnacli 

y + ^'y — y — <^onst. 
oder 

das allgemeine Int^fraL 
2) Die Gleichung 

erfüllt gleichfalls die Bedingung einer exacten Differential- 
gleichung. Sondert man Glieder von der Form Xrfx, Fdy, 
die exacte Differentiale sind^ ab, so muss dann nothwendig 
der erübrigende Theil die Bedingung wieder erftQlen; in der 
That ist dies bei 

Qi?ix + y*dy + %{x\^dx + x^ydy) = 

der Fall. Und da man hier die Function, von welcher 
xy^dx -j- x^ydy das Differential ist, unmittelbar erkennt — es 

ist dies -^x^y^^ — so kann man das allgemeine Integral so- 
fort hinstellen: 

^ "^ ^ + Y ^y^ = const. 

oder 

a:* + y* + 6a^y* = C. 

812. Wenn die Differentialgleichung 

(1) Mdx + Ndy = 

die Bedingung -^ = y- nicht erfüllt, so muss doch ihr all- 
gemeines Integral, dem man die Gestalt 

(2) u = (7 

geben kann, so beschaffen sein, dass die Gleichung 

mit (1) dem Wesen nach übereinstimmt, d. h. dass beide für 

jede Wertverbindung x/y denselben Wert für ^ ergeben, 

also ein und dasselbe System von Linienelementen definiren. 
Dies ist nur dann der Fall, wenn die linke Seite in (3) sich 
von der linken Seite in (1) nur um einen nicht identisch, d. h. 
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für alle Wertrerbindungen Ton x, y veradiwindenden Factor 
sich unterscheidet, sodass 

(4) iL{Mdx + Ndy) =^dx + ^dy =^du. 

Ein solcher Factor ft, welcher die linke Seite von (1) in 
ein exactes Differential verwandelt, wird ein integri/render Factor 
der Gleichung (1) genannt, weil nach Auffindung eines solchen 
die Gleichung nach dem in 810 entwickelten Vorgänge in- 
tegrirt werden kann. 

Neben fi ist aber jeder Ausdruck von der Form fi9>(t«); 
aber auch nur ein solcher, integrirender Factor Ton (1), weil 
vermöge (4) auch 

fiq)(u){Mdx + Ndy) == q)(u)du 

ein exactes Differential ist; durch Integration dieses letzteren 
entsteht eine Function ^{u), und die Gleichung 

(5) a^(M) = c. 

sagt im Wesen dasselbe aus wie die Gleichung 

sodass auch sie das allgemeine Integral bilden kann. 

Sind also zwei integrirende Factoren einer Differential- 
gleichung bekannt, so kann der eine durch ^, der andere 
durch pi(p(u) bezeichnet werden; ihr Quotient ^(u), einer 
willkürlichen Constanten gleichgesetzt, gibt eine Gleichung 
von der Gestalt (5). Mithin hat die Kenntnis zweier inte- 
grirenden Factoren einer Differentialgleichung die Kenntnis 
ihres allgemeinen Integrals zur Folge. 

Als eine Methode von grosser Anwendbarkeit kann die 
Integration mittels des integrirenden Factors nicht bezeichnet 
werden; denn die Aufgabe, zu einer vorgelegten Differential- 
gleichung einen integrirenden Factor zu bestimmen, ist in der 
Regel ein schwierigeres Problem als die Integration der Glei- 
chung selbst. Dem Artikel 810 zufolge hat nämlich der 
integrirende Factor der Bedingung 

dy dx ' 

also der partiellen Differentialgleichung 

Ccnber, Vorleiongen. IL 19 
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zu genügen; und die Lösung einer solchen führt, wie an spä- 
terer Stelle (856) gezeigt werden wird, auf zwei gewöhnliche 
Differentialgleichungen zurück. 

818. Beispide, 1) Die Differentialgleichung 

ydx — xdy =* 
ist nicht exact; es ist aber leicht, integrirende Factoren für 
dieselbe anzugeben. Ein solcher ist schon — , weil er die 
Trennung der Yariabeln bewerkstelligt und die linke Seite in 
das Differential von l. — yerwandelt; aber auch -i und -= 
sind integrirende Factoren, weil sie die linke Seite in das Diffe- 
rential Yon — , respective von — ~ verwandeln. 

Jede zwei der drei Factoren 

xy^ y»' X* 

geben zum Quotienten eine Function von -^, weshalb 

X 
X 

das allgemeine Integral jener Gleichung in seiner einÜEtchsten 
Form ist. 

2) Auch die Differentialgleichung 

(y — x)dy + ydx -= 

ist nicht exact; sondert man von dem exacten Theile ydy den 
nicht exacten ydx — xdy ab, so kann für diesen allei^ jeder 

der vorhin angegebenen Factoren — ,-1,-1 verwendet wer- 

^y X y 

den; für die ganze Gleichung aber nur der letzte, weil er von 
y allein abhängt; er verwandelt die linke Seite in das Diffe- 

rential von Z.y H , mithin ist 

i-y + j-c 

das allgemeine Integral der vorgelegten Gleichung. 

814. Eine Differentialgleichung, welche in Bezug auf die 
zu bestimmende Function und ihren Differentialquotienten vom 
ersten Grade ist und auch das Product der beiden nicht ent* 
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hälty heisst eine lineare IHfferentidlgleichung. Ihre allgemeine 
Foim ist demnach 

wenn P, Q Functionen von x allein bezeichnen. 

Nach Multiplication mit dx ist also der Theil Qdx exact^ 

der nicht exaete Theil 

dy + Pydx 

hat aber augenscheinlich den integrirenden Factor — ^ weil 

durch dessen Anwendung die Yariabehi getrennt werden und 
der Ausdruck sich in das exaete Differential von 

ly+JPdx 

yerwandelt; die Differentialgleichung 

dy + Pydx = 
wird also durch 

befriedigt, ihr integrirender Factor 

y 

ist, da er nur von x abhangt, auch ein Factor der ganzen 
Qleichung. 

Durch Anwendung desselben verwandelt sich (1) in 

und daraus folgt das allgemeine Integral 

(2) y^e'J'''''[c+fQ(/''Ux\. 

Ohne auf den integrirenden Factor einzugehen, kann man 
dieses Resultat auch auf folgende Weise entwickeln. Betrachtet 
man y als Product zweier unbekannten Functionen u, v von 

Xj setzt also 

y — ut;, 

woraus 

dy du , dv 

SO lautet die Gleichung 

19* 
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sie reducirfc sich auf 

(3) «£==«, 

wenn man u derart bestimmt^ dass 

daraus folgt durch Trennung der Yariabeln 
und durch Integration 



woraus 






Mit dieser Bestimmung aber lautet (3) 
woraus 

Demnach ist 

y = „« = e-f" [ C +fqef^"dx ] 

wie oben. 

816. Beispiele. 1) Die lineare Gleichung 

g = a^ + 6y + c 

hat den integrirenden Factor 

multiplicirt man sie mit demselben^ so erkennt man in 

die linke Seite sogleich als das Differential von yer^^] mit- 
hin ist 

ye-'''*=C+f(ax + cje-^^'dx 
und nach Ausführung der Integration 



— bx 
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oder in anderer Anordnung, wenn man für VC wieder G 

schreibt, 

ahx + fe^y + a + Je = Ce** 

das allgemeine Integral. 

2) Bringt man die Gleichung 

%+ tgy^xBecy 
auf die Form 

so erkennt man in ihr eine lineare Differentialgleichung, aber 
nicht in Bezug auf y, sondern in Bezug auf sin y als . ab« 
hängige Variable; man kann sie nämlich schreiben 

d(flin«) , . ' 

als solche hat sie den integrirenden Factor e^ *** = e* und 
gibt bei Anwendung desselben 

c*siny = C -j-J x^dx, 
woraus schliesslich 

siny = X — 1 + Cer', 
' 3) Die sogenannte Bernoulli'sche Differentialgleichung 

U + Py-Qr 

kann auch nicht unmittelbar als eine Uneare angesprochen 
werden; bringt man sie aber in die Gestalt 

SO findet man, dass sie linear ist in Bezug auf t—- &1s ab«- 
hangige Variable, indem sie geschrieben werden kann 

Unter Zugrundelegung der Formel (2) ist also 

(4) yi-* = (1 - n)e(»-^)/^^' ( C +fQe^''''^f''^' dx ] 
ihr allgemeines Integral. 
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Als Beispiel diene die Oleichong 

dy_ 1 



dx «y + a;*y*' 
nicht in dieser, aber in der reciproken Gestalt 

dx « 9 

— -yx^y'x^ 

stellt sie sich als eine Bernonlli'sche Gleichung mit der 
abhängigen Variabela x dar und gibt nach dem erklarten Vor- 
gänge das Integral 

in endgiltiger Form 

i. = 2 — y« — Cß 



a;-^ 



X 



816. Eine Differentialgleichung erster Ordnung zweiten 
Grades, d. i. eine Gleichung von der Form 

(1) Lt/^+2Mt/+N=0, 

worin L^ M^ N eindeutige Functionen Ton x, y bedeuten, 
definirt ein System von Linienelementen Ton solcher Zusammen- 
setzung, dass durch jeden Punkt der Ebene im Allgemeinen 
— 80 weit sich nämlich reelle Lösungen f&r ^ ergeben — 
zwei Elemente hindurchgehen; die Richtungscoefficienten der 
Geraden dieser Elemente ergeben sich durch Einsetzung der 
Goordinaten des Punktes in (1) und Auflosung nach y\ 

Dies hat zur Folge, dass auch durch jeden Punkt der 
Ebene innerhalb eines bestimmten Bereiches zwei Litegral- 
curven hindurchgehen; mit andern Worten, dass das System 
der Litegralcurven die Ebene zweifach bedeckt. Es sind 
jedoch zwei yerschiedene Fälle denkbar. Entweder sind es 
Curven derselben Natur, die sich in jedem Punkte schneiden, 
darstellbar durch eine Gleichung mit einem yeränderlichen 
Parameter; oder es kreuzen sich in jedem Punkte zwei Curven 
verschiedener Katur, deren jede durch eine andere Gleichung 
bestimmt ist. 

Wir besprechen zuerst den zweiten Fall, welcher die Aus- 
nahme bildet. Wenn nämlich (1), nach y' aufgelöst^ rationale 
Wurzeln liefert, wenn also Jfef * — LN sAa vollständiges Quadrat 



Fünfter Abschnitt. DifFerentialgleichungen. 295 

sich. darstellen ISask, dann zeri^t die Gleichung (1) in zwei 
Gleichungen erster Ordnung ersten Grades; jeder derselben 
entspricht ein die Ebene ein&ch bedeckendes einfach unend- 
liches Gurvensjstem und die Vereinigung beider Systeme ist 
das Integral der Gleichung (1). 

So gibt beispielsweise die Gleichung 

^yy * + (p^ — y^)y — ^y = o 

die allgemeine Auflösung nach ^ 

t/'= a?* — y* I l Aa?' — yy I -1 „ ag*~y* i a?' + y* , 

sie zerfallt also in die beiden Gleichungen 

' y / * 

y = -^, y^^ y, 

welche nach Trennung der Yariabeln durch Integration ergeben 

das erste dieser Besultate bestimmt ein Strahlenbüschel aus 
dem Ursprünge, das zweite eine Schaar concentrischer Kreise 
aus demselben. In jedem Punkte der Ebene schneidet sich 
eine Linie des ersten Systems mit einer des zweiten unter 
rechtem Winkel; letzteres war auch schon aus der Differential- 
gleichung zu schliessen, wenn man sie in der Form 

schreibt; denn in jedem Punkte ist y^* y»'" — 1. Eine Aus- 
nahmsrolle spielt nur der Punkt 0/0, durch welchen aüe Ge- 
raden des Büschels gehen. 

In dem andern Falle, wo M^ — LN kein vollständiges 
Quadrat ist, heissen die Lösungen von (1) 

y— xT ' ^ " L *' 

jede davon kann beide vertreten, wenn man die Quadrat- 
wurzel als zweideutiges Symbol auffasst, und nur, wenn man 
über das Vorzeichen der Quadratwurzel eine bestimmte Festr* 
Setzung macht, bildet jede Lösung für sich eine Differential- 
gleichung ersten Grades. Daraus folgt, dass auch das Integral 
einer der Gleichungen das vollslandige Integral bildet, wenn 
man den darin vorkommenden Symbolen die volle Allgemein* 
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heit beilegt. Weiter ergibt sich in diesem Falle die Thatsaehe, 
dass das allgemeine Integral, als ein die Ebene doppelt be- 
deckendes Gurvensystem, sich wird in die Form 

(2) PC^+2QC+B = 

bringen lassen, wo C die willkürliche Constante bedeutet und 
P, Qy R eindeutige Functionen von x, y sind. 

Da durch jeden Punkt, in welchem durch (1) zwei reelle 
Richtungen bestimmt sind, auch zwei reelle Curven von (2) 
sich schneiden, mit andern Worten, da (1) und (2) gleichzeitig 
reelle, respective complexe Losungen ergeben müssen, so sind 
die Discriminanten JP — LN ^ Q"^ — PR stets gleich be- 
zeichnet und verschwinden auch gleichzeitig, falls sie über- 
haupt Null werden. 

Als erläuterndes einfaches Beispiel diene die Gleichung 



sie gibt 



a;y2 = y; 



yx 



nach Trennung der Variabein 

die Integration liefert weiter 

nach Fortschafiung der zweideutigen Symbole ergibt sich 

{x-yf-2C{x + y) + C^ = 0, 

und dies hat thatsachlich die Form (2). Weil die Glieder- 
gruppe zweiten Grades ein vollständiges Quadrat bildet, so 
sind die Integralcurven Parabeln; sie berühren beide Coordi- 
natenaxen in gleicher Entfernung (= C) vom Ursprünge. Jede 
Gleichung wie "J/jT + Yx «= f/C mit bestimmten Zeichen der 
Wurzeln bedeutet nur einen Zweig einer Parabel. 

Auch bei einer Differentialgleichung erster Ordnung n-ten 
Grades kommt es darauf an, ob es unter den Auflösungen 
nach y auch rationale Lösungen gibt oder ob alle Lösungen 
irrational (im weiteren Sinne) sind; im ersten Falle zerfällt 
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das Integralsystem in mehrere Curvenschaaren, im zweiten ist 
es nur eine die Ebene im Allgemeinen n-fach bedeckende 
Cuirenschaar. 

817. Beispiele. 1) Die Gleichung 

(rr« + l)y'» = 1 
gibt die Auflösung 

und das Integral 

schreibt man daf&r 



und schafiPt die Quadratwurzel ab^ so erscheint das allgemeine 
Integral in der Gestalt (2), nämlich 

C8e«y_2Ca;ey— 1 = 0. 

2) Es ist eine Gurre zu bestimmen, bei welcher die be- 
grenzte Tangente constant und ^^a ist. 

Die Differentialgleichung einer solchen Curve lautet 

and gibt zunächst 

trennt man die Yariabeln und integrirt, so erhalt man zunächst 



X 



+ C-JV^ä,; 



der Ausdruck unter dem Integralzeichen lasst aber folgende 
Umformung zu: 

y«* -- y' jy ^ a^dy ydy 



vVa^ — y* Va« — y« 



— — a ^ ^^^ 



Va^ - y" ' 



daher ist weiter 
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und schliesslicli 

X 



9 

Es ist dies ein System Ton Gorren, das bei Translationen 
parallel zur a;-Axe unyerandert bleibt^ wie dies auch schon 
aus der Differentisdgleicbung hätte erschlossen werden können 
(805 y 2)). Jede dieser Curven heisst eine Tradorie oder Zug- 
linie der Oeradeny weil sie durch das freie Ende eines Fadens 
von der Länge a beschrieben wird, wenn man ihn in horizon- 
taler Ebene so dahinzieht, dass ein am andern Ende befind- 
licher schwerer Punkt eine Gerade beschreibt. 

3) Eine Gurve zu bestimmen, bei welcher die über einer 
beliebigen Strecke der Abscissenaxe ruhende Fläche propor- 
tional ist dem in dieselbe Strecke sich projicirenden Bogen. 

Es hat also die Gurve der Gleichung 

X X 

fydx — lofyi + y'* dx 

a a 

ZU genügen, wenn a eine beliebige, aber feste Zahl und Tc den 
ProportionalitätsJGEtctor bedeutet. Durch Differentiation nach 
der oberen Grenze ergibt sich 

daraus 

und weiter durch Trennung der Variabeln und Integration 

x-^-c 



mithin ist 



f+VW^-«*. 



daher schliesslich 



»-f-c 



k 






Es ist dies eine Schaar von Eettenlinien, welche bei Ver* 
Schiebung längs der Abscissenaxe, die zugleich Grundlinie ist, 
unyeiundert bleibt. 
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4) Eine Gurve zu finden^ bei welcher der von zwei be- 
liebigen Radienyectoren begrenzte Sector proporidonal ist dem 
dazwischenliegenden Bogen. 

Man hat zu dieser Bestimmung die Differentialgleichung 

^ Jf^dq> — kj} 



2 

a a 



l/rM- r^ dq> 



und findet auf ähnlichem Wege wie vorhin zunächst 

2k 
q> — c = arccos — ; 

woraus sich durch Umkehrung 

cos (y — c) 

ergibt. Führt man an Stelle der Polarcoordinaten rechtwink- 
lige ein^ so entsteht 

X QOBC + y sine — 2k = 0, 

woraus hervorgeht, dass alle Geraden, welche vom Ursprünge 
oder Pole den Abstand 2 k besitzen, den Bedingungen der 
Aufgabe genügen. 

5) Die asymptotischenLinien des hyperbolischen Paraboloids 

— S-S («»><» 

zu bestimmen. 

In 209 ist nachgewiesen worden, dass die a;y-Projectionen 
der asymptotischen Linien einer Fläche charakterisirt sind 
durch die Differentialgleichung erster Ordnung zweiten Orades 

rda^ + 2sdxdy + ^dy« = 0, 

m welcher r ™ ^-if s = 5—0-, ^ ~ ö-i ißt. 

Im vorliegenden Falle lautet diese Differentialgleichung 

^dx' — dy^^O 

und zerfallt in die beiden 



dy — Y^dx — O, dy + y^dx = 0, 
deren Integrale 
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die beiden Scharen asymptotischer Linien bestimmen. Wie 
im Zusammenhalte mit der Flächengleichnng zu erkennen, sind 
die asymptotischen Linien selbst auch Gerade und fallen mit 
den beiden Scharen der Erzeugenden der Fläche zusammen. 

818. Wenn eine Differentialgleichung beide Yariabeln 
oder eine derselben nicht explicit enthält^ so kann die Integration 
im erstgedachten Falle durch blosses Raisonnement, in dem 
andern Falle unter gewissen Voraussetzungen nach vorher-, 
gegangener Differentiation vollzogen werden. 

I. Eine Differentialgleichung, welche y allein (ausser 
Constanten) enthält, also die allgemeine Form ' 

(1) fiy) = 

besitzt, definirt Linienelemente von bestimmten durch (1) ge- 
gebenen Richtungen, deren durch jeden Punkt der Ebene so 
viele gehen, als (1) reelle Lösungen nach }/ hat. Wenn dem- 
nach y = a eine Wurzel der Gleichung (1) ist, so ist jede 

Gerade 

y =! ax + C 

ein Integral der Gleichung; das allgemeine Integral setzt sich 
also aus Systemen paralleler Geraden zusammen und kann 
durch 

(2) /-(^ = 
dargestellt werden. 

IL Enthält die Gleichung y nicht, lautet sie also 

(3) f{x,p)^0 (p=.g), 

80 bedarf der Fall, wo sie sich in Bezug auf p losen lässt, 
keiner weiteren Erläuterung. Kann sie dagegen nach x gelost, 
also in die Form 

(3*) a; = ,p(p) 

gebracht werden, so differentiire man sie und ersetze dx durch 

das gleichwertige — ; dadurch entsteht 

dy=p^'{p)dp 
und durch Integration weiter 

(4) y + C =fpip\p)dp . 
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Nach vollzogener Integration eliminire man p zwischen (4) 
und (3*); sollte sich die Elimination nicht einfach vollziehen 
lassen^ so kann man (3*) und (4) zusammen als (parametrische) 
Darstellung des allgemeinen Integrals ansehen. 

in. Erscheint x in der Gleichung nicht explicit^ so 
suche man 

(5) f{y, p) = 0, 

wenn es sich nicht nach p leicht auflosen lässt, nach y zu lösen: 

(5*) y = *Op), 

differentiire und ersetze dy durch das gleichwertige pdx] nach 
Trennung der Yariabeln und Integration erhalt man dann 

(P)dp 



(6) a^+C=f^ 



P 

und hat schliesslich zwischen (5*), (6) p zu eliminiren. 

lY. Einen ähnlichen Weg kann man einschlagen^ Wenn 
eine Differentialgleichung, die beide Yariabeln enthält, wie 

.(7) f(^, y, p) = 0, 

nach einer derselben sich lösen lässt. Aus dieser Lösung 
(7*) ^ =^ 'Pdfi P) respective y = f{x, p) 

ergibt sich durch Differentiation 

.(8) 7^ = If ''y + || '^i' respective pd« = || da; + g dp; 

in beiden Fällen hat man es mit einer Differentialgleichung 
erster Ordnung zu thun; ist ihr Integral gefunden, das die 
/allgemeine Form 

(9) 0(y, i>, C) = respective V(x, p,C) = 

haben wird, so bleibt noch die Elimination von p zwischen 
(7*) und (9) zu vollziehen übrig. 

810. Beispiele. 1) Eine Gurve zu finden, von welcher 
jeder Bogen bei seiner Rotation um die x-Axe eine Oberfläche 
beschreibt, die proportional ist der durch jenen Bogen, die 
Ordinaten seiner Endpunkte und die Abscissenaxe begrenzten 
Fläche. 

Die Gurve hat also die Bedingung 
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X X 

2% iyds = Tc iffdx 

a a 

oder die Gleichung 

2nyd8 «» hydx 

zu erftOlen. Diese wird, ausser durch y=^Oj befriedigt durch 
woraus sich 

als allgeineines Integral ergibt. Hiemadi bildfin die beiden 
Systeme paralleler Geraden 

die Lösung der Aufgabe; dieselben sind nur dann reell, weuii 

2) Um die Gleichung 

3y — 2i)» + 3j)* 

zu integriren, differentiire man dieselbe; man erhält nach 
Unterdrückung des Factors 3jp 

dx — 2{p + l)dp 

und durch Integration 

a? + c— !>* + 2i?. 
Eliminirt man zwischen dieser und der gegebenen Glei- 
chung zuerst p*, so entsteht 

j,«_2|>(a; + c) + 3y — 0; 

Elimination yonp' zwischen den beiden letzten Gleichungen gibt 

2p(x + c + 1) = a? + c + 3y, 
woraus 

a; -f <^ + ^y , 

P— 2(0+7+1)' 
setzt man dies in die drittvorhergehende Gleichung und ordnet 
nach X -{- Cy so erhält man das allgemeine Integral 

4(a; +- c)» +. 3(a; + cf — 18(a; + c)y — 9y» — 12y = 0. 

3) Um die Gleichung 



Fünfter Abschnitt. Differentialgleichungen. 



303 



zu integriren^ löse man sie nach y auf und erhält 

y^x + Yp, 

daraus durch Differentiation 

dp 



pdx — (?a? + 
und durch Trennung der Yariabeln 



^Vp 



dx'^ 



dp 



folglich ist 



2(i)-l)V5' 



2 V5 + 1 



daraus^ wenn e^^ sss c gesetzt wird^ 

und 

1 + ee*' 



Vp 



.ix ) 



1 — ce' 

setzt man dies in die aufgelöste Gleichung ein^ so ergibt sich 
das allgemeine Integral 

1 + c«** 



x + 



.i« 



1 — c«' 

820. Zu den Differentialgleichungen^ welche nach vorauf- 
gegangener Differentiation integrirt werden können^ gehören 
auch die in x, y linearen Differentialgleichungen 

(1) y -«:,,(» + /•(!,) ^-sl)' 

Eine solche Differentialglei- Fig. i69. 

chung definirt ein System von 
Linienelementen solcher Art^ dass 
die Punkte paralleler Elemente auf 
einer Geraden liegen^ Fig. 169; denn 
fOr jeden besondem Wert von p 
stellt (1) eine Gerade dar vom Rieh- 
tungscoefficienten g>(j>) und vom 
Axenabschnitte f(p). Im Allgemei- 
nen ist die Richtung der Linienelemente von jener der Ge- 
raden verschieden; auf welcher die Punkte liegen; fallen aber 
die Richtungen zusammen^ ist also 
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(2) 9>(l>)-l>, 

so ist die betreffende Gerade auch eine Integralcurre der Glei- 
chung (1). Es hat also die Gleichung (1) unter ihren Integral- 
linien so viele Gerade ^ als die Gleichung (2) reelle Lösungen 
für p besitzt. 

Zum Zwecke der Gewinnung des allgemeinen Integrals 
differentiire man die Gleichung (1) und ersetze dy durch pdx] 
dadurch entsteht 

pdx = g>(p)dx + [xg>Xp) + f{j>)] dp . 

DieSy auf die Form 

(3) — — y'^) X = ^'^^^ 



dp p-^tp(p) p — tp(p) 

gebracht; bildet aber eine lineare Differentialgleichung mit der 
unabhängigen Yariabeln p und der abhängigen X] ist dieselbe 
gelöst und 

(4) F{x, p, C) = 

ihr allgemeines Integral , so bleibt noch die Elimination von 
p zwischen (4) und (1) übrig. 

Bemerkenswert ist^ dass die Gleichung (3) gerade fQr die 
aus (2) resultirenden Lösungen illusorisch wird; dass diese 
also im Allgemeinen ausserhalb des allgemeinen Integrals be- 
stehen« 

Beispiel. Die Differentialgleichung 

yjp» + 2xi) — y = 0, 



in der Form 



y-^ £-—5 X 
l —p^ 



geschrieben; fOhrt bei der eben erklärten Behandlung auf die 

lineare Differentialgleichung 

dx , 2a7 ^ 

_ J zZ —s 

dp^ p{l—p^ ^> 

in welcher sich aber die Yariabeln unmittelbar trennen lassen; 
man erhält darnach durch Integration 

P*^ __ r 

1 — p^ 

.EUminirt man zwischen dieser und der gegebenen Gleichung 
jP; so ergibt sich 



Filnfter Abschnitt. Differentialgleichungen. 305 

oder mit C = y 

als allgemeines Integral^ das ein System confocaler Parabeln 
um den Ursprung als gemeinsamen Brennpunkt darstellt. 
Da aus der Gleichung 

jp SS als einzige reelle Lösung sich ergibt, so gehört auch 
die Gerade 

y = 

ZU den Integrallinien*, dieselbe ist aber insofern ein besonderer 
Fall des allgemeinen, also ein particuläres Integral, als sie 
sich aus letzterem fOr C »» ergibt. 

821. Ein besonderer Fall der in Xj y linearen Differential- 
gleichung ist die Clairaui'sche Gleichung 

(5) y = xp + f{p) 5 

bei dieser ist, wenn man sie mit der allgemeinen Form (1) 
vergleicht, die Bedingung (2) identisch erfüllt*, es sind also 
auch aUe durch (5) für verschie- j,. ^^^ 

dene Werte von p bestimmten Ge- 
raden Integralcurven von (5), folg- 
lich das Geradensystem 

(6) y - Ca: + f{C) 

zugleich das allgemeine Integral, 
Fig. 170. 

Hat das aeradensystem eine ■ 
Einhüllende, so ist diese gleichfalls 

Integralcurve; denn ihre Tangenten mit den Berührungspunkten 
bilden Linienelemente, die zu den durch (5) definirten Ele- 
menten gehören. Man erhalt die Einhüllende, indem man (6) 
in Bezug auf C differentiirt und zwischen der so entstandenen 
Gleichung 

(7) = x + nc) 

und der Gleichung (6) C eliminirt. 

Zu diesen Resultaten gelangt man auf analytischem Wege 

Csaber, Vorlefungea. n. 20 
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in folgender Weise. Wird (5) differentiirt und dy = pdx 
gesetzt^ so ergibt sich 

pdx ^pdx + [x + fipjjdp, 
also 

(8) [a;+r(i>)]di>-o. 

Dies zerfallt aber in die beiden Gleichungen 

die erste hat p^^ G zur Folge und f&hrt auf das allgemeine 
Integral (6); aber auch durch EUmination von p zwischen der 
zweiten dieser Gleichungen und (5) ergibt sich eine Losung; 
diese fallt jedoch zusammen mit jener Gleichung ^ welche aus 
(6) und (7) durch Elimination von C resultirt und die Ein- 
hüllende des durch die allgemeine Lösung vorgestellten Geraden- 
systems bestimmt. 

Die Clairaut'sche Gleichung bildet den analytischen Aus- 
druck für eine Tangenteneigenschafk einer ebenen Gurve^ welche 
sich nur auf die Richtung der Tangente und nicht auch auf 
die Lage des Berührungspunktes in ihr bezieht. Ist nämlich 
den Tangenten einer Curve eine Bedingung auferlegt^ so wird 
sich diese im Allgemeinen analytisch in der Weise darstellen 
lassen^ dass der Abschnitt der Tangente auf der Ordinatenaxe 
einer Function der Goordinaten ihres Berührungspunktes und 
ihres RichtungscoefBcienten gleichzukommen hat. Dieser Ab- 
schnitt hat aber vermöge der Gleichung 

der Tangente den Wert y — px ; folglich kann 

y — px::^f(x,y,p) 

als der allgemeine Ausdruck einer Tangenteneigenschaft an- 
gesehen werden. Hangt nun die Tangenteneigenschaft nur 
von der Richtung der Tangente ab^ so nimmt die Gleichung 
die einfachere Form 

y—px=f(p) 

an^ und dies fallt mit der Clair au tischen Gleichung (5) 
überein. 

Wird z. B. um die Curve gefragt, bei welcher die Tan- 
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gente mit dem aus dem Ursprange nach dem Berühnmgs- 
punkte gezogenen Strahle einen constanten Winkel 6 einschliesst, 
so handelt es sich am eine Tangenteneigenschaft^ bei welcher 
die Lage des Bertthrangspanktes in der Tangente von Einflass 
ist; die Bedingung der Anfgabe liefert den Ansatz 



i + ^P 

X 



und daraus folgt 

y — px = Tc{x + yp), 

d. h. der Abschnitt der Tangente auf der Ordinatenaze ist von 
Xy y und jp abhangig. 

Stellt man dag^fen die Frage nach einer Curve, deren 
Tangenten vom Ursprünge einen gegebenen Abstand a haben, 
so ist dies eine Tangenteneigenschaft, bei der es auf die Lage 
des Berührungspunktes in der Tangente nicht ankonunt; mittels 
der allgemeinen Gleichung der Tangente 

drückt sich die Bedingung des Problenas durch 

y — px 

aus und gibt 



y —px = ayp^+ly 

d. h. für den Abschnitt der Tangente auf der Ordinatenaxe 
einen von p allein abhängigen Wert. 

822. Beispiele. 1) Es sind jene Gurren zu bestimmen, 
welchen die Eigenschaft zukommt, dass die von zwei gegebe- 
nen festen Punkten auf ihre Tangenten geföllten Lothe a) eine 
constante Summe 5; b) eine constante Di£Perenz Ö] c) ein 
constantes Product B] d) ein constantes Yerlwltnis X bilden. 

Ordnet man das Goordinatensystem so an, dass die Ab- 
scissenaxe durch die gegebenen festen Punkte geht und der 
Ursprung die Entfernung 2 c dieser Punkte halbirt, dann haben 
diß von den Punkten c/0 und — c/0 auf die Tangente 

20* 



/ 
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eines Punktes xjy der gesuchten Gurre gefällten Lothe die 
Längen 



a) Aus 









y^px^- cp . y -px — cp ^^ 



folgt die Glai rauf sehe Gleichung 
ausser den Geraden des Systems 



y = Ca; + f yc» + 1 

genügt den Bedingungen der Aufgabe auch die Einhüllende 
p. j^^ desselben, welche sich durch Elimi- 

nation Yon C zwischen dieser Glei- 
chung und 

.^ ^ %ywT^ 

ergibt; es ist dies der Kreis (Fig. 171) 

a?* + y* = x* 

b) Die zweite Frage führt auf die Differentialgleichung 




Cs 



2cp 



Vp^+i 



= *, 



woraus l> = + 



y4c* — 9 

y = ± 



= ; das allgemeine Integral 
9 



:zX+C 



j/4c« — d' 

stellt zwei Systeme paralleler Geraden dar, welche reell sind 
nur, wenn 4c^ ^ *». 

c) Die auf den dritten Fall bezügliche Differentialgleichung 

P' + i 
lässt sich auf die Glairaut'sche Form bringen, indem 



y^xp+y{c^ + B)p^ + B 
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ist; das allgeineine Integral besteht aus Geraden^ den Tangenten 
der gesuchten Curve; diese selbst wird durch Elimination von 
jp zwischen der letzten Gleichung und 

gefunden. Die Auflösung dieser Gleichungen nach x, y gibt 



y(c' + B)p' + B 

B 
Y(fi'+B)p' + B 

und daraus folgt ohneweiters 



y = 



X' 



^ B 



1. 



c^ + B 

Die Curve ist eine Ellipse oder Hype|):^el mit den festen 
Punkten als Brennpunkten ^ jenachdem B positiv oder negativ 
(und gleichzeitig c* + J5 > 0) ist. 

d) Die dem vierten Falle entsprechende Gleichung 

y —px + cp ^ j^ 
y — px — ep 

ist eine Clairaut'sche^ weil sie auf die Form 

y^Xp + j±^ Cp 

gebracht werden kann; ihr allgemeines Integral 

repräsentirt ein Strahlenbüschel mit dem Gentrum — i~t ^/^> 

und dieses Centrum, das die Strecke zwischen den festen Punkten 
äusserlich oder innerlich theilt; je- 
nachdem A positiv oder negativ ist^ 
bildet zugleich die Einhüllende des 
Integralsystems ^ Fig. 172. 

2) Es sind die Erümmungs- 
linien des dreiaxigen Ellipsoids 

zu bestimmen. 



x + i 



Fig. 172. 
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In Artikel 906 ist die Differentialgleichungy welche die 
Projeotioii der KrilinmnngHlinien einer Fläche auf der d;y-Ebene 
charakterisirt; gefunden worden; sie lautet 

[(1 +p^s^pqr]dx' - [(1 + q^r - (1 +p^){\dxdy 

darin sind Py g; r, 8, t die Differentialquotienten erster und 
zweiter Ordnung von b. Im vorliegenden Falle ergeben sie 
sich aus den Gleichungen 

4 + -f = 



und haben die Werte 



c*» 



= _?!y. 



Setzt man dieselben in die obige Differentialgleichung ein, so 
ergibt sich nach entsprechender Reduction 



a^—c^ 



— a;y — 0, 



a^^c* 



und nachdem man durch ** "^'^ dividirt und zur Abkürzung 

a»(5* — c») _ . a«(a« — 6«) _ p 

gesetzt hat, weiter 

Führt man an Stelle von Xy y neue Variable X, F ein, 
indem man setzt 
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iT* — X dT^ 

SO entstellt zunächst 

ÄXP^ + (X — ÄY^E)P—T=0, 
daraus durch Zusammen&ssung 

(AP+1)(XP—T) — PB~0 
und schliesslich die Glairaut'sche Gleichung 

r=xp— ^^ 



AP+ 1 
Ihr allgemeines Integral 

gibt^ wenn man auf die ursprünglichen Yariabeln zurückgreift, 
die allgemeine Lösung der vorliegenden Aufgabe 

Die Erümmungslinien projiciren sich demnach auf der ^y-Ebene 
in ein System von coaxialen Eegelschnittslinien, und zwar die 
eine Schar in Ellipsen {C < 0), die andere Schar in Hyper- 
behi (C > 0). 

§ 3. Singnilire Lösungen. 

828. Die zuletzt behandelte Glairaut'sche Gleichung 
bot eine eigenthümliche Erscheinung dar: neben dem ciUgemeifien 
Integrale, das ein System von geraden Linien darstellt^ wurde 
eine zweite Losung gefunden, welche der Einhüllenden jenes 
Geradensystems entspricht. 

Dies ist jedoch nur der einfachste Fall einer allgemeinen 
Thatsache, welche sich in folgendem Satze ausspricht: Bat das 
System der Integralcurven einer IHfferentialgleichmg erster Ord- 
nung eine EitiMUende^ so ist diese auch eine Losung der 
Oleichung. 

Denn jede Tangente einer Integralcurre mit ihrem Be« 
rühmngspunkte zusammengefiisst bildet ein Linienelement, das 
der Differentialgleichung genügt; folglich genügen ihr auch 
die Tangenten der Einhüllenden mit ihren Berührungspunk- 
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¥ig. 178. 



ten, weil sie zu den Elementen der Integraleurren gehören, 

Fig. 173. 

Eine Losung von der betrachteten Art, welche ausserhalb 

des allgemeinen Integrals besteht 
in dem Sinne, dass sie sich aus 
demselben nicht durch Speciali- 
sirung der Integrationsconstanten 
ableiten lasst, nennt man eine sin- 
gtdäre Läsung der Gleichung. 

Um sie aus dem allgemeinen 
Integrale 

(1) Fix, y, 0) - 

ZU finden, hat man auf dieses das 
Verfahren zur Bestimmung der Ein- 
hüllenden anzuwenden, welches (l6l) darin besteht, dass man 
zwischen (1) und 




dF 



= 



(2) ac 

C eliminirt; das Resultat dieser Elimination sei die Gleichung 

(3) 0(x, y) = 0. 

In allgemeinster Auffassung bedeutet diese Gleichung den 
Ort solcher Punkte der Ebene, durch welche mindestens zwei 
Curven des Systems (1) mit gleichem Parameterwerte G hin- 
durchgehen. Das können aber ausser Punkten der Einhüllen- 
den auch mehrfache Punkte, insbesondere Knotenpunkte und 
Spitzen der Integraleurren, sein. Besitzen nämlich die Integral- 
eurren Knotenpunkte, Fig. 174, oder Spitzen, Fig. 175, so ist 

Flg. 174. 

^ Flg. 175. 





der Ort derselben eine Gurve, die in dem durch (3) bestimm- 
ten Gebilde enthalten sein muss, die aber der Differential- 
gleichung im Allgemeinen nicht genügt, weil ihre Linienelemente 
▼erschieden sind von denen der Integraleurren. 
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Man hat daher die Gleichung (3) oder die einzefaien Olei- 
chungen^ in welche sie etwa zerfallt; darauf zu prüfen ^ ob 
durch sie der vorgelegten Differentialgleichung gentigt wird; 
nur wenn dies der Fall; hat man es mit einer singulären 
Lösung zu thun; im andern Falle mit einem Orte van Knoten- 
punkten oder Spitzen. 

Der Ausdruck 9iXj y) ist die in Bezug auf C gebildete 
Discriminante von (1). Im Falle also das allgemeine Integral 
quadratisch ist in C^ wie 

(4) PC» + 2eC + B — 0, 

so ergibt sich eine etwa vorhandene singulare Losung durch 
Annullirung von Q^ — PR oder eines Factors dieses Ausdruckes. 
Ändert Q^ — Pü bei dem Durchgange durch Null sein 
Z^cheU; so zeigt dies an, dass das Gurvensystem (4) die Ebene 
zu einer Seite der Curve 

(5) Q' — PB^O 

doppelt^ zur andern Seite nicht bedeckt; (5) kann unter solchen 
Umstanden entweder Einhüllende oder Ort von Spitzen sein. 

Behalt dagegen (^ — PB, wenn es nicht verschwindet, 
bestandig das positive Vorzeichen bei, so zeigt dies an, dass 
das System (4) die Ebene überall doppelt bedeckt, und dann 
kann (5) nur den Ort von Doppelpunkten darstellen. 

Was von Q^ — PJJ gesagt worden, gilt auch von einem 
Factor der Discriminante. 

824. Jeder Punkt der Einhüllenden eines Gurvensystems 
ist als gemeinsamer Punkt zweier unendlich benachbarten oder 
vereinigt liegenden Gurven des Systems 
aufzufassen, in welchem auch die Tangen- 
ten der beiden Gurven zusammenfallen. 

Während nämlich die Differential- 
gleichung 

(6) Li/^ + 2M^+N^Q 

für einen Punkt von der Lage 9ß, Fig. 176, 

zwei verschiedene Werte von y ergibt, 

entsprechend den Tangenten an die beiden durch ihn gehenden 

Gurven des Systems, fallen für einen Punkt P der Einhüllen* 

den diese beiden Werte in einen zusammen. 
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. Es stellt sich hiemach die Einhüllende als ein Ort Yon 
Punkten dar, für welche die Differentialgleichung (6) oder 
allgemein 

(7) Kx, y, y) - 

zwei gleiche Losungen nach y ergibt. Ihre Gleichung erhalt 
man abo bei (6) durch Nullsetzung von Jf* — ZJT, allgemein 
durch Elimination von y' zwischen (7) und der Gleichung 

Aber das Resultat 

(9) 9(«,y)-o 

dieser Elimination bedeutet allgemein den Ort von Punkten, 
in welchen zwei von den durch (7) definirten Linienelementen 
zusanunenfallen. Dies trifft nicht allein in den Punkten der 
Einhüllenden zu, sondern auch dort, wo die Lit^^curven 
Spitzen aufweisen, und dort, wo sich zwei derselben berühren. 
Es kann demnach die Gleichung (9) oder eine aus ihr 
herrorgehende Theilgleichung auch den Ort von Spitzen der 

Integralcurven (Fig. 175) oder den Ort 
von CowUuten dieser Curven, Fig. 177, 
vorstellen, und in beiden genannten IWen 
genügt sie der Differentialgleichung im 
Allgemeinen nicht, bildet also keine Lö- 
sung derselben. 

Eine etwa vorhandene singulare Lö- 
sung lasst sich abo sowohl aus dem all- 
gemeinen Litegrale wie aus der Differentialgleichung selbst 
ableiten, dort durch Bildung der Discriminante in Bezug (7, 
hier durch Bildung der Discriminante nach y, Li beiden 
Fallen aber muss das gefundene Resultat oder seine einzelnen 
Theile (hervorgegangen aus den Factoren der Discriminante) 
darauf geprüft werden, ob durch sie der Differentialgleichung 
genügt wird. Trifft dies nicht zu, dann hat man es mit 
einem Orte von Knoten oder Spitzen im ersten, mit einem 
Orte von Spitzen oder Contacten im zweiten Falle zu thun. 
Liegt insbesondere eine Differentialgleichung zweiten Gra- 
des vor: 
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und ist 

PC* + 2QC+R — 

ihr allgemeines Integral, so müssen, soll eine singpilare Lösung 
vorhanden sein, M* — LN und Q^ — PB einen gemeinsamen 
Factor haben. Ein solcher kann jedoch auch einem Orte von 
Spitzen entsprechen. Ein nicht gemeinsamer Factor, wenn er 
M* — LN angehört, wird einen Ort von Knotenpunkten be- 
deuten, und einen Ort von Gontacten, wenn er in (^ -- PR 
allein vorkommt. 

Ändert M* — LN, indem es durch Null geht^ sein Zeichen, 
so wird durch Jf* — LN^^^O entweder eine singulare Lösung 
oder ein Spitzenort bestimmt sein. Behalt dagegen Q^ — PR 
immer das positive Zeichen bei, so ist JtP — LN^^ in der 
B^rel ein Gontactort 

Was von HP — LN gesagt worden, gilt auch von einem 
Factor der Discriminante. 

825. Beispide. 1) Die endliche Gleichung 

(«) (x-cy + y' = r', 

welche bei veränderlichem c eine (längs der x-Axe verschieb- 
bare) Reihe gleicher Kreise, Fig. 178, darstellt, fährt, wenn 
man c zwischen ihr und iig. 179. 

x — c + yf/~0 

eliminirt, zu der Differentialglei- 
chung 

Nach c, y' geordnet heissen die Gleichungen 
c* — 2a;c + rr* + y» — r*-=0, 

yV* + y* — r* = 0; 

die Discriminante der ersten ist r* — y*, die der zweiten 

Der gemeinsame Factor r* — y' ffihrt zu den beiden sin- 
gularen Lösungen 

y = — ♦•; y = ♦•, 

die in der That der Differentialgleichung (/)) genügen, weil 
sie y'"» zur Folge haben^ 
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Die zweitgenannte Discriminante weist noch den Factor ff^ 
auf und dieser fClhrt zu dem Gontactorte 

Es sei bei dieser Gelegenheit folgendes bemerkt. Wenn 
eine Differentialgleichung neben y' nur y enthält, folglich ein 
bei Translationen längs der x^Axe invariantes Gurvensystem 
darstellt (805, 1)), so kann die singulare Lösung, falls eine 
solche vorhanden ist, nur in Geraden bestehen, welche der 
^-Axe parallel sind. Man erhält sie daher, indem man in der 
Differentialgleichung f/= setzt. 

2) Die homogene Differentialgleichung 

xf/^ — 2yy'+ax = ■ (a>0), 

in Bezug auf y' aufgelöst imd nach dem in 808 entwickelten 
Verfahren behandelt, ergibt als allgemeines Integral 

x^ — 2cy + ac* = 0. 

Die y'- Discriminante y* — ax^ fällt mit 

der c-Discriminante völlig überein; die 

Gleichung 

y' — ax^ = 

stellt ein singuläres Integral vor, be- 
stehend in den Geraden y = + ^ V^5 deim 
durch y* = ax* und yy'= ax wird die 
Differentialgleichung befriedigt. 

Das allgemeine Integral repräsentirt 
ein System von Parabeln, welche die letzt- 
genannten zwei Geraden berühren, Fig. 179. 
Allgemein kann folgendes bemerkt werden. Eine homo- 
gene Differentialgleichung, da sie ein bezüglich des Ursprungs 
perspectivisches System definirt, kann zu singulären Lösungen 
nur durch den Ursprung laufende (reeUe oder imaginäre) Ge- 
raden haben. Man erhalt diese Geraden, wenn man in der 

Differentialgleichung y* durch -^ ersetzt. 




X 



3) Die homogene Differentialgleichung 

yy'^ + 2xy'— y — 
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liefert (820) das aUgemeine Integral 

y* = 2cx + c*. 

Beide Gleichangen haben die gemeinschafUiche Discriminante 
X* + y*, welche gleich Null gesetzt den Ursprung als Schnitt- 
punkt der beiden imaginären Geraden 9= + ^^ ergibt; derselbe 
stellt eine singulare Lösung dar, weil er 
die Differentialgleichung ohne Rück- 
sicht auf den Wert von y befriedigt. In 
derThat, das allgemeine Integral stellt 
ein System confocaler Parabeln um 
den Ursprung als Brennpunkt dar, 
und es kann der Brennpunkt als 
Nullkreis betrachtet werden, welcher 
mit allen Parabeln des Systems in 
ideeller Doppelberührung steht. 

Die vorgelegte Differentialglei- 
chung hat also zum Integrale das System confocaler Parabeln 
und das System der durch den Ursprung gelegten Linien- 
elemente, Fig. 180. 

4) Um die in Xy y lineare Differentialgleichung 

y^ + 2xy — y = 

zu integriren, wende man das in 820 erläuterte Verfahren an-, 
man findet zunächst x und y als Functionen von y, nämlich 




c 2 
rc = -71 r- y 



3 



2c 



y = i7— xy 



,'8 



und es kommt noch auf die Elimination von y zwischen 
diesen oder den äquivalenten Gleichungen 



8 



^y^ + yy -2c = o 



8 



an-, das Resultat derselben ergibt sich nach Sylvester's dia- 
lytischer Methode in der Form 
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8 

und lautet geordnet 

12cixr^ — 3a?V — 4y' + IScxy + 9c« = 0. 

Dies also ist das allgenieine Integral obiger Gleichung, dem 
ein System yon Gurven yierter Ordnung entspricht. 

Die y-Discriminante ist a^ -{- y, die c-Discriminante 

(6ic» + 9a;y)« + 27xY + 36y« — 36(a?« + y)*; 

da aber die hieraus enlpiingende Parabel 

rr« + y = 

der Differentialgleichung nicht genügt, 
so ist sie der Ort von Spitzen der Integral- 
curven. Die Differentialgleichung gibt 
fdr Punkte dieser Parabel y = — o; als 
zweifach zahlende Lösung; die Tangente 
in einer solchen Spitze hat demnach die 
Gleichung 

iy -|- a;* =« — x{i — x) 
oder iy — — rcl, geht somit durch den Ursprung (Fig. 181). 



Fig. 181. 




§ 4. QeometriBOhe Anwendungen. 

8S6. Trqjectorien. Jedes Problem, das eine Curve lediglich 
durch eine Eigenschaft ihrer Tangenten definirt, führt auf eine 
Differentialgleichung erster Ordnung. Wiederholt sind im Vor- 
angehenden solche Aufgaben gestellt und gelöst worden. Ein 
Problem allgemeinerer Natur, das hierher gehört, besteht in 
der Bestimmung der isogonalen Trajedorien eines vorgegebenen 
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ein&ch unendlichen Gurvensysiems. Man versteht darunter 
die Gesammtheit aller Linien ^ welche die gti§e]mmmi Gvryen 
unter einem festen Winkel sdmeiden. Ist dieser Winkel ein 
rechter^ so spricht ttan von orfkogofialen Trc^edarien. 

Zunächai sei das gegebene Curvensystem auf rechtwinklige 
Coordinaten bezogen und 

(1) F(x, y, c) = 

8«ine Gleichung, 

(2) /•(«, y, y) = 

die daraus durch Elimination von c abgeleitete Differential- 
gleichung. Dann ist sofort 

(3) f(x, y, - ^) - 

die Differentialgleichung der orthogonalen Trajectorien; denn 
aus (2) und (3) ergeben sich bei gegebenem x/y f&r ^ Lo- 
sungen^ deren eine das negative Reciprok der andern ist; folg- 
lich schneidet -die durch x/y gehende Gurve des Systems (3) 
die durch denselben Punkt laufende Gurve des Systems (2) 
oder (1) rechtwinklig. 

Handelt es sich um isogonale Trajectorien unter dem 
schiefen Winkel d^, und bezeichnet man den Bichtungscoefifip 

cienten der Tangente an die Trajectorie mit ^ zum Unter- 
schiede von jenem der gegebenen Gurve ^ der y' heisst, dann 



muss 



dy 

— y 

tg^ 



dx ^ 



'+E'' 



sem^ woraus 



/ dx 

setzt man dies in (2) ein und schreibt wieder y fClr ^, so 
ergibt sich 

als Differentialgleichung der Trajectorien unter dem Winkel 
arctg%. 
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Ist das Gurvensystem in Polarcoordinaten dai^estellt und 

(5) F{r, 9, c) = 
seine endliche^ 

(6) /-(r, 9, /) =- 

die Differentialgleichung^ so gehe man davon aus^ dass durch 

der Winkel bestimmt ist^ welchen die Tangente im Punkte 
r/9> an die gegebene Gurve mit dem verlängerten Leitstrahle 
dieses Punktes bildet. Für die Trajectorie wird der analoge 
Winkel durch 

bestimmt sein^ wenn -j- auf die Trajectorie sich bezieht; die 
Orthogonalität beider Gurven erfordert, dass 

tgetge,+ i = -i]^ + i-0 



sei, woraus sich 

r = 



dfp 



r« 



dtp 

dr , 
ergibt. Trägt man dies in (6) ein und schreibt für j~ wieder 

kurz r\ so erhält man 

(7) /-(r, ,,, _r;.) = o 

als Differentialgleichung der orthogonalen Trajectorien. 

Für schiefe Trajectorien unter dem Winkel d* ergibt sich 
in ähnlicher Weise die Differentialgleichung 

(8) f(r, <p, ^y^) = 0, 

wenn tg -&• = i gesetzt wird. 

827. Beispiele. 1) Die orthogonalen Trajectorien der 
Parabelschar 

(Parameter a) zu bestimmen. 



Fünfter Abschnitt. Differentialgleichungen. 



321 



Mit Hilfe von 



ergibt sich 



y = nacö 



n—i 



y = 



ny 

X 



als Differentialgleichung der gegebenen Curvenschar und daraus 



X 



ny 



als Differentialgleichung ihrer orthogonalen Trajectorien. Die 
Yariabebi lassen sich unmittelbar trennen und die Integration 
liefert 



x^ + ny^ = c. 

Die Trajectorien bilden also eine Schar homothetischer Ellipsen 
oder Hyperbeln, jenachdem n > oder n < 0. 

2) Die orthogonalen Trajectorien des Ereisbüschels mit 
den Ghrundpunkten — «/O, a/0 zu bestimmen. 

Aus der endlichen Oleichung dieses Ereisbüschels 

^* + y* — 2&y — a» = 
und aus 

^ + yy — &y'=o 

ergibt sich durch Elimination des yenLnderlichen Parameters h 
die Differentialgleichung 

(a) {x^ — y^ — ci^)dy — 2xydx = , 

daraus aber entspringt 

(/J) (x^ — y^ — a^)dx + 2xydy = 

als Differentialgleichung der or- 
thogonalen Trajectorien. Ihre 
Integration kann man sich mit 
Hilfe folgender Bemerkung er- 
sparen: Es geht die Gleichung 
(/8) aus (a) hervor, wenn man 
x mit y vertauscht und das 
Zeichen von a^ ändert; durch 
dieselben Änderungen erhält 
man aus der Gleichung des 
Ereisbüschels diejenige seiner 
Trajectorien, nämlich 

x^ + y^ — 2cx + a^ = 0. 

Gl über, Vorleaungen. IL 21 
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Diese Trajectorien bilden also wieder ein Ereisbüscliel, 
das durch die imaginären Punkte 0/ — ai und 0/ai hindurch- 
geht, Fig. 182. 

3) Es sind die orthogonalen Trajectorien eines Systems 
confocaler Gentralkegelschnitte zu bestimmen. 

Die Gleichung eines solchen Systems ist 

mit dem veränderlichen Parameter kl Durch ihre Differentiation 
ergibt sich 



daraus folgt 



sodass 



mithin ist 



X« ^ i« — c* ^' 

^ _ y^ ^ + y^ 

i« "" c« — A* ~ c* ' 

x^ x{x + yy*) 

X« ~ c« ' 

c* — X* c' ' 



die Differentialgleichung des vorgelegten Gurvensystems. Sie 

bleibt dieselbe, wenn man y durch ? ersetzt, charakteri- 

sirt also auch das System der orthogonalen Trajectorien. 

Ein System homofocaler Gentralkegelschnitte und seine 
orthogonalen Trajectorien sind sonach durch ein und dieselbe 
Gleichung 

g! j- y' =.1 

;ii T^ X* - c* ^ 

dargestellt. Die Scheidung beider wird lediglich durch das 
Grössenverhältnis zwischen dem variabeln }? und dem festen 
(? vollzogen. Für A* > c* stellt nämlich die Gleichung Ellipsen 
dar und diese werden von den Hyperbehi, die fttr k^<<? sich 
ergeben, rechtwinklig geschnitten, und umgekehrt. 

4) Die orthogonalen Trajectorien des von dem veränder- 
lichen Parameter a abhängigen Gurvensystems 

r" = a" sinng) 
zu bestimmen. 
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Durch Differentiation entsteht 

und die Elimination von a" ergibt die Differentialgleichung 
(«) r cos ntp — r sin ntp = . 

Die Differentialgleichung der orthogonalen Trajectorien 

entsteht hieraus, wenn man / durch ? ersetzt, und lautet 

daher 

(ß) r cosmp + r sinny = 0. 

Durch die Transformation 

r = r„ ^ = 9,, + ^ 

geht aber die Gleichung (ß) über in 

r^ cosn^i — r/ sinn^i = 

und stimmt dann mit (a) überein. Die angegebene Transfor- 
mation besteht aber in einer Drehung um den Pol durch den 

Winkel — . Das System der or- 
thogonalen Trajectorien des vor- 
gelegten Gurvensystems ist also 
ein congruentes System, gegen 
das erste jedoch um den Winkel 

^ gedreht. 

Für n == 1 ergeben sich 
zwei orthogonale Berührungskreis- 
büschel; das eine r = a sin q), das andere r = a cos tp. 

Für n = 2 erhält man zwei Systeme von Lenmiscaten, 
um 45^ gegen einander gedreht, Fig. 183; ihre Gleichungen 

sind r = aj/sm^y und r = aj/cos 2q> (284, 3)). 

5) Die isogonalen Trajectorien eines Strahlenbüschels zu 
bestimmen. 

Die einfachste analytische Darstellung hat ein Strahlen- 
büschel im Polarsystem, wenn man seinen Mittelpunkt mit 
dem Pole zusammenfallen lässt; seine Gleichung lautet dann 

q) =^ c. 

Daraus entspringt die Differentialgleichung 

d9) = 0, 

21* 




324 Zweiter Theil. Integral -Bechnung. 

welche weiter zur Folge hat, dass 

also 

7-« 

ist. Dies ist nur eine andere Form der ursprünglichen Diffe- 
rentialgleichung dtp = 0. Ersetzt man hier / nach Vorschrift 

von (8) durch — :ZT~' ^^ ergibt sich 

r — kr = 

als Differentialgleichung der Trajectorien. Durch Trennung 
der Yariabeln und Integration kommt man zunächst auf 

l,r = l.C -^ ^ und schliesslich auf 

Die isogonalen Trajectorien eines Strahlenbüschels sind dem- 
nach logarithmische Spiralen (181; 3)). 

828. Emhentm. Unter den J^oJven^ einer gegebenen Gurve 
versteht man die orthogonalen Trajectorien ihrer Tangenten 
also alle jene Gurven, deren Normalen die gegebene Curve 
berühren. 

Es sei 
(1) y = F{x) 

die gegebene Gurve; derselben entspricht eine Glairaut'sche 
Differentialgleichung, welche das Tangentensystem darstellt. 
Man erhält sie, indem man den Abschnitt der Tangente auf 
der Ordinatenaxe y — xp mit Hilfe von (1) und 

(2) p = r{x) 

als Fimction von p ausdrückt; ist f{p) der betreffende Aus- 
druck, so ist 

(3) y^xp + f{p) 

die das Tangentensystem darstellende Oleichung. Aus ihr 
entsteht die Differentialgleichung der Evolventen von (1), indem 

jp durch ersetzt wird; sie lautet also 



P 



y = -f + K-7) 
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Fig. 184. 



ihre allgemeine Form ist daher 

(4) oc-i'yp = t(j>), 

wo ^ (jp) für pfl ] geschrieben ist. 

Ehe zur Integration der Gleichung (4) geschritten wird, 
soll eine charakteristische Eigenschaft ihres Integralsystems 
nachgewiesen werden. 

Aus einer Curve C, Fig. 184, werde 
eine neue C^ dadurch abgeleitet, dass 
man auf der Normale eines jeden Punktes 
M von C eine Strecke c abträgt. Der 
Vorgang ist anal3^isch in folgender 
Weise charakterisirt. Sind x/y die 

Coordinaten von Jf, p = -^ der Rich- 

tungscoefficient der Tangente in Jf; x^/y^ die Coordinaten 
von M^, so müssen die Gleichungen bestehen: 

{x,-xy + (j,,-yy=(^ 




X. 



X 



+ (yi — y)jp=o, 



deren erste aussagt, dass MM^ = c, und deren zweite aus- 
drückt, dass M^ auf der Normale von G in M liegt. Durch 
Auflösimg nach x, y findet man daraus 



(5) 



rr == a?i + 



y = yi — 



cp 



yi + p« 



yi + j.«' 

femer gibt die Differentiation der ersten der obigen Gleichungen 

(x^ — x)(dxi — dx) + (yi — y){dy^ —dy) = 

und dies vereinfacht sich vermöge der zweiten Gleichung, für 
welche 

{x^ — x)dx + (yi — y)dy = 

geschrieben werden kann, zu 

(x^ — x)dx^ + (yi — y)dyj^ = 0, 



woraus 




oder . 


dyi x^ — X dy 
dXi^^ y, — y dx 


(6) 


Pi=P 
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folgt. Damit ist erwiesen, dass die Tangente der abgeleiteten 
Curve in M, parallel ist der Tangente an die ursprüngliche 
im Punkte M] wegen dieses Verhaltens werden beide Curven 
ParaMdcurven genannt. 

Durch die Gleichungen (5), (6) ist eine Transformation 
der Linienelemente bestimmt, bestehend in einer Verschiebung 
ihrer Punkte ohne Änderung der Richtung. Man bezeichnet 
diese Transformation als DiUxtaHon. Wendet man sie auf die 
Differentialgleichung (4) an, so geht diese über in 

oder nach erfolgter Reduction 

(4*) ^i + yii>i = *(i>i). 

Die Gleichung (4) bleibt also bei Anwendung der Dilatation 
bis auf die Bezeichnung der Variabein unverändert. Daraus 
ergibt sich, dass die Evolventen einer gegebenen Ourve ParaUd- 
cwrven sind, dass also aus einer von ihnen alle übrigen durch 
Ausführung aller möglichen Dilatationen abgeleitet werden 
können. 

Was nun die Integration der Gleichung (4) anlangt, so 
beachte man, dass sie zu den in x^ y linearen Gleichungen 
(820) gehört und daher nach Torausgegangener Differentiation 
integrirt werden kann. Differentürt man also und ersetzt dx 

durch — , so entsteht 

y + yäp+ pdy = t\p)dp 

oder 

(1 +p^dy + ypdp =^pil^'(j[>)dp] 

in dieser Form hat die Gleichung den integrirenden Factor 
welcher die linke Seite in das Differential von 



yYl +i>* verwandelt. Mithin ist 

und mit Hilfe dessen ergibt sich aus (4) 

(7*) x=n,(j,)-^^L+rp^im]. 
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Durch (7) und (7*) ist das System der ErolTenten mitteb 
p parametrisch dargestellt. 

820. Beispiel. Um die ETolventen der Parabel 

y* + 4aa: = 

zu bestimmen^ bilde man mit Hilfe von 

yjp + 2a = 

ihre Glairaut'sclie Gleichung. Es ist y = ^, daher 

X = j , folglich 

2a j_ a a 

oder 

die Differentialgleichung des Tangentensystems; aus dieser er- 
gibt sich 

y = — j + <^p 

oder 

^ + yp = »jp* 

als Differentialgleichung der Evolventen. Ihre Integration gibt 
nach (7) und (7*) 

yi + jp" 

y^ap— .-4— | [g + « ^.G> + y 1 + p*)] • 

Vi + p« 

Die jp-Discriminante der Differentialgleichung der Evol- 
venten ist y^ '\- Aax und fährt; wenn man sie Null setzt^ auf 
die zu Grunde gelegte Parabel; diese ist aber nicht Einhüllende 
der Evolventen ; sondern der Ort ihrer Spitzen. 

§ 5. Simultane Differentialgleiohangen. 

880. Wenn zwischen n -f- I Variabeln Xj yy z, . . ,u und 
ihren Differentialen n in Bezug auf diese Differentiale homo- 
gene Gleichungen gegeben sind^ so lassen sich mit Hilfe der- 
selben die Verhältnisse von n der Differentiale zu dem n -{- 1 -ten 

b»tim«.a,z.B,di.V«rl.nW«||,|i,...|-:. 
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Geht man dann von einer Wertverbindung xjyjzj . . . /u 
aus und ertheilt der Yariabeln x eine Änderung dXj so sind 
die Änderungen dy^ de, . . ,du der andern Yariabeln bestimmt; 
mit andern Worten: durch die Variation von x sind die 
Variationen von y, 0, , . .u schon gegeben. Diese Darlegung 
zeigty dass durch jenes System simultaner Differenticdgleichungen 
y, Zj , . ,u als Functionen von x definirt sind. 

Der einfachste Fall besteht darin^ dass die Gleichungen 
in Bezug auf die Differentiale vom ersten Grade sind^ also 
die Form haben 



(1) 



[X^dx + Y^dy + Z^dz + 
X^dx + r,dy 4- Z^dg + 



+ U.du = 



.Xndx + Y„dy + Znde H f- Undu = 0; 



darin bedeuten Xt, Yi, . . . Functionen von x, y, 0, . , . w, 
welche als eindeutig vorausgesetzt werden sollen. Es ergibt 
sich daraus 



(2) 



dx 



dy 
T 



dz 



du 
IT 



wenn X, Y, Zy , . . U die n- reihigen Determinanten bedeuten^ 
welche sich aus der Matrix 

X^ Ij Z^ ' ' ' L/j 

Xj Y^ Z^ • ' ' U2 



X„ Yn Zn' ' ' Un 



Ton der zweiten^ dritten^ . . . n-ten Coloniie aus in cyklischer 
Folge bilden lassen; diese Determinanten sind selbst wieder 
eindeutige Functionen von x, y, e, , . .u. 

Man kann den Lösungen (2) auch die Anordnung 



^5| = /i(^;yi^; •••«*) 



(2*) 



dx 



= ^(^,y;^; •••«*) 



du 



üi = f"^^' y» *» • • • «) 
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geben, die man als Normalform eines Systems simultaner 
Differentialgleichungen zu bezeichnen pflegt. 

Wenn sich unter den n in (2) vereinigten Gleichimgen 
eine befindet, welche nur die zwei Variabeln enthält, deren 
Differentiale sie ins Verhältnis setzt, so hat man es mit einer 
gewöhnlichen Differentialgleichung erster Ordnung zu thun, 
und ihr Integral wird auch ein Integral des Systems (1) oder 
(2) genannt. Mit Hilfe desselben kann man aus den übrigen 
Oleichungen eine der Yariabehi eliminiren und unter um- 
ständen ein zweites Integral gewinnen. Im Allgemeinen kommt 
man auf diesem Wege zu n Integralen, deren jedes eine will- 
kürliche Constante enthält, sodass das Integral des Systems 
(1), das in der Oesammtheit jener n Integrale besteht, n will- 
kürliche Constante aufweist. 

Beispielsweise sei 

/rtx dx dy dz 

^ ^ X z y 

das Yoi^elegte Gleichungssystem. Aus 

dy dz 

ergibt sich nach Trennung der Variabeln 
(4) y^ — z^ = a] 

eliminirt man mit Hilfe dieses Integrals y aus dem dritten 
Theile von (3), so liefert 

dx dz 



X Va-^- z* 
die endliche Gleichung 

(5) z + Ya + z^ = hx, 

Mittels (4) und (5) sind y, ^er als Functionen von x dar- 
stellbar. Schreibt man (5) in der Form 

(5*) e'{'y = lx, 

so ist mit Rücksicht auf (4) 

a 

und daraus 

/o\ bx , a bx a , 

(6) y = T"T"2bS' ^ = T~Sbl^' 
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Dem Falle zweier Differentialgleichungen zwischen drei 

Variabein 

yrj^ dx dy dz 

kommt folgende geometrische Bedeutung zu. Jedem Punkte 
x/y/z des Baumes entspricht vermöge (7) ein bestimmtes 
Verhältnis dx\dy:dz, und dieses charakterisirt die Richtung 
einer durch diesen Punkt laufenden Geraden. Sonach bestim- 
men x/y/z\ dx: dy : dz ein Liniendement im Räume. Bewegt t 
sich nun der Punkt x/y/z derart, dass seine Bewegungsrich- 
tung in jedem AugenbHcke durch das seiner momentenen Lage 
entsprechende dx : dy : dz gekennzeichnet ist, so beschreibt er 
im Allgemeinen eine Baiumcurvey welche, da sie in allen ihren 
Punkten dem Gleichungssysteme (7) genügt, als eine Integrdl- 
curve dieses Systems zu bezeichnen ist. Die oo' Linien- 
elemente, welche durch (7) definirt sind, ordnen sich solcher 
Art zu oo' Integralcurven. Damit stimmt denn auch das 
Auftreten zweier willkürlichen Constanten in den Integralen von 
(7) überein; jede der oo* Wertverbindungen dieser Gonstanten 
führt zu einer speciellen Curve. 

In dem obigen Beispiele ist das System der Integralcurven 
durch das Gleichungspaar (6) oder auch durch die beiden Glei- 
chungen (4) und (5*) dargestellt. Die letzteren lassen sie 
sogleich als Hyperbeln erkennen, nämlich als Schnitte der 
*• hyperbolischen Cylinder y* — z^=a mit den Ebenen y+jEf=6a?. 

881. Beispiele, 1) Die Differentialgleichungen 

dx dy dz 

X y z 

bestimmen das Bündel der Geraden durch den Ursprung; denn 
ihre Integrale sind 

y = axy z = by] 

durch jeden Punkt des Raumes geht eine Integrallinie, aus- 
genommen den Ursprung, in welchem dx i dy i dz unbe- 
stimmt ist. 

2) Auf die Differentialgleichungen 

dx dy dz 

ßz — yy \'X — az ay — ßx 
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lässt sich das vorhin erörterte Verfahren nicht unmittelbar 
anwenden. Erweitert man aber die drei Verhältnisse mit den 
Zahlen a, ßy y und bildet die Summe der Zähler und der 
Nenner, so entsteht ein neues den früheren gleiches Verhältnis; 
da jedoch der Nenner desselben =» ist, muss es der Zähler 
auch sein; aus 

adx + ßdy + yde = 
folgt aber 

(A) ax -^ ßy -^ y0 = a. 

In gleicher Weise findet man, die drei Verhältnisse mit 
den Zahlen x, y, erweiternd, dass 

xdx + ydy + ede = 

sein müsse, woraus 

(B) x^ + y^ + 0^ = b 

folgt. 

Das erste Integral (A), für sich betrachtet, stellt ein 
System paralleler Ebenen dar, das zweite (B) eine Schar con- 
centrischer Kugeln um den Ursprung. Die Integralcurven 
obiger Differentialgleichungen sind sonach alle Kreise, welche 

um die Gerade — == -|- = — als Axe beschrieben sind. 

« p y 

3) Um die Differentialgleichungen 

dx ^y dg 

X* — y' — ^' ^^y ^^^ 

zu integriren, verbinde man zunächst die beiden letzten Ver- 
hältnisse zu der Gleichung 

dy dz 

y e ^ 
welche das Integral 

(a) z = ay 

ergibt. Erweitert man die drei Verhältnisse durch ^, y, b 
und bildet die Summen der Zahler und Nenner, so entsteht 
das neue den früheren gleiche Verhältnis 

xdx + ydy + zdz 

x{x* + y^ + z^ ' 
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welches mit r-^ verglichen*) die exacte Gleichung 

dy 2xdx -\- 2ydy -\- 2z dz 
"y" «* + y* + «' 

liefert; ihr Integral ist 

(ß) x' + y^ + 0^ = by\ 

Integralcuryen sind hier alle Kreise , welche die ^-Axe 
im Ursprünge berühren; denn zu (a) gehört ein Ebenenbüschel 
durch die rc-Axe, zu (/J) ein System von Kugeln^ das die 
ßX'lEbene im Ursprünge berührt; jede Ebene des ersteren 
bestimmt mit jeder Kugel des letzteren einen die tc-Axe im 
Ursprünge berührenden Kreis. 

§ 6. Differentialgleiohiingen höherer Ordnnng. 

882. Eine gewohnliche Differentialgleichung n-ter Ord- 
nung ist eine Gleichung zwischen den Yariabeln x^ y und 
den Differentialquotienten von y in Bezug auf z bis zur n-ten 
Ordnung einschliesslich. Ihre allgemeinste Form ist 

Führt man die Differentialquotienten von der ersten bis 
zur n — 1-ten Ordnung als neue unbekannte Functionen mit 
den Bezeichnungen y\ y", . . . y<*~-^) ein, so tritt an die Stelle 
der Gleichung (1) das folgende System von n simultanen 
Differentialgleichungen erster Ordnung: 

dy 



(2) 



dx=y 

dy 
dx 



ff 



dx ^ 



f(x, y, y', y", . . . y(«-», ^^) = 0. 



dz 
*) AuB der Vergleichung mit - — ergäbe sich 

2XZ 

^* + y* + ^' = CA, 

was aber vermöge des ersten Integrals wieder in 
übergeht. «' + y« + .' = by 
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Die Integration dieses Systems ist im Wesen dasselbe 
Problem, wie die Integration der Gleichung (1). Das Integral 
von (2) besteht nämlich in n Gleichungen zwischen den Yariar 
beln Xy y^ ify y\ . . . y<*""^), deren jede eine willkürliche Con- 
stante enthält; eliminirt man aus diesen Gleichungen die n — 1 
Functionen ff^y", . . ,y^^~~^\ so entsteht eine Gleichung zwischen 
Xy y und den n willkürlichen Constanten, und diese ist das 
allgemeine Integral der Gleichung (1). 

Die Integration einer DifferenHalgleickung n-ter Ordnung 
ist hiemach aumckßihrbar auf die Integration von n simultanen 
Differentiaigleidiungen erster Ordnung, und das allgemeine Inte- 
gral einer solchen Gleichung enthält n unUJcürliche Constante. 

Es gibt einen Fall, wo dieser Weg unmittelbar zum 
Ziele führt. Lautet nämlich die Differentialgleichung 

(3) 
so ist 



d^y _ 

dx* 


■■<p{x), 




dy 
dx 


— y 




dy' 
dx 


-y" 




dx 


_y(»- 


•1) 


dj/»-i) 


— : mfr 


^ 



dx ^^-"^ 

das äquivalente System, und von der letzten Gleichung an- 
gefangen erhalt man successive 

y<*-*) = jdx j(p(x)dx + c^x -\' c^ 

y(n-$) -=, / fjji^J j/p / q>(x)dx + Y a?* + ^ic + C3, 

sodass schliesslich y selbst sich darstellt in der Form 

(4) y=ßlxfdx...ßp(x)dx + 0^0^"-^+ C,a;"-5^H h C„ . 

(n) 
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Die Bestimmung von y erfordert also n successive Quadra- 
turen^ und dem Resultate derselben ist eine ganze Function 
n — 1-ten Grades mit willkürlichen Goefficienten additiv an- 
zuschliessen. 

So erhält man beispielsweise in Anwendung dieses Ver- 
fahrens auf 

j-^ = ^sin:r 
nach und nach 

I X sinxdx == — x cos rc -|- sin a; 
j dx j X BUix dx = — a; sin a; — 2cos x 

1 dx 1 dx j XBmxdx = X GOHX — 3sina;y 

daher ist 

y = X cos X — 38in ic + aa^ -{-bx -{- c 

das allgemeine Integral obiger Qleichung. 

888. Wir wenden uns jetzt der näheren Betrachtung einer 
Differentialgleichung zweiter Ordnung, 

m f(', ,, U, g) - 

ZU. Das allgemeine Integral einer solchen 

(2) F(x, y,c„c,) = 

stellt ein zweifach unendliches System von Curven dar. 

umgekehrt fELhrt eine endliche Gleichung von der Form 

(2) auf eine Differentialgleichung zweiter Ordnung^ und zwar 
durch Elimination der Parameter c^, c^ aus (2) mit Hilfe der 
beiden Gleichungen 

(3) ££4-^^ = 
^ ^ dx ^ cy dx ^ 

^^^ ~dx^ '^ ^ dxdydx"^ dy* \dx) "^ dy dx^ ~ ^' 

Die Differentialgleichung (1) drückt eine allen Curven 
des Systems (2) gemeinsame Eigenschaft aus, zunächst in ana- 
lytischer Form; man kann dieselbe aber auch geometrisch 

interpretiren, wenn man in (1) ^ mit Hilfe des Krümmungs- 
halbmessers ^ 
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^' — 55 — 

ausdrSckt; es gebt dadarch (1) über in eine Gleichung von 
der Zusammensetzong 

(1*) 'p(^,y,%9)'=0; 

dadurch ist aber für jeden Punkt x/y der Ebene eine Be- 
eiehimg zwischen Tangentenrichtung und Krümmungshalbinesser 
der durch ihn gehenden Curven des Systems (2) ausgesprochen. 
Kehren wir nochmals zu der oben besprochenen Elimi- 
nation von Cjy c^ aus (2) zurück. Man kann^ blos unter Zu- 
ziehung der Gleichung (3), einen der Parameter ausscheiden; 
eliminirt man c^, so entsteht eine Differentialgleichung erster 
Ordnung 

(5) ti (^> Vj <^y sl) = 0, 

welche die Curven mit constantem c^ charakterisirt; eliminirt 
man hingegen c^j so ergibt sich eine Differentialgleichung 
erster Ordnung 

(6) i^% {^y y, ^; 5I) = 0, 

durch welche die Curven mit constantem c^ gekennzeichnet sind. 
Jede der Gleichungen (5)^ (6) heisst in Bezug auf die 
Differentialgleichung (1) ein erstes Integral^ weil der Übergang 
von (1) zu (5) oder (6) im Allgemeinen einmalige Integration 
erfordert. Wären zwei erste Integrale wie (5) und (6) auf 
irgend welchem Wege gefunden, so ergäbe sich aus denselben 
. das endgültige Integral durch einen blossen Eliminationsprocess, 

nämlich durch Ausscheidung von -^ • 

Zur Erläuterung dieser Ausführungen diene folgendes BeispieL 
Die endliche Gleichung 

(«) Ax" + J5y« = 1 

mit den willkürlichen Constanten A^ B stellt das zweifach 
unendliche System aller coaxialen Centralk^elschnitte vor. 
Verbindet man sie mit 
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iß) Ax + Byy'=0 

und eliminirt einmal B, ein zweitesmal A^ so ergeben sich die 
beiden Differentialgleichungen erster Ordnung 

(y) {1-Ax')y'+Axy = 

(*) Bxyy-By^ + 1=0. 

Fügt man zu (a) und (ß) noch die weitere Gleichung 
(5) A + By'^ + Byy'= 

und eliminirt A sowohl als B, so kommt man zu der Diffe- 
rentialgleichung zweiter Ordnung 

iv) xyy''+xy'^ — yy = 0, 

welche aUe Gurven des Systems (a) kennzeichnet^ während 
durch (y) ^ (d) nur gewisse einfach unendliche Scharen derselben 
charakterisirt sind. 

Führt man in (rf) q an Stelle von y" ein, so entsteht 

a^y (1 + y'O* + ^y^9 — vvq = o ; 

diese Gleichung gibt beispielsweise für a; = y «= a und y'= — 1 

d. h. von den durch den Punkt a/a laufenden Gurven des 
Systems (a) hat diejenige, deren Tangente unter 135^ zur 
rc-Axe geneigt ist, daselbst den Krümmungsradius — (^Y^y ist 
also (a > vorausgesetzt) concav nach unten und somit eine 
Ellipse. Dagegen liefert x = — y ^^ a und y^l 

p = a]/2, 

d. h. die durch a/ — a mit einer unter 45® zur Abscissenaxe 
geneigten Tangente verlaufende Gurve des Systems ist concav 
nach oben und hat dieselbe Krümmung wie die vorige. Beide 
Elemente betreffen dieselbe Ellipse. 

In Bezug auf (iy) sind (y) und (S) zwei erste Integrale 
und die EUmination von y zwischen beiden gibt 

1 — Aoi? Axy 

Bxy 1 — By^ 

also thatsächlich das allgemeine Integral (a). 

Um von der Differentialgleichung (iy) auf directem Wege 
zu ihrem allgemeinen Integrale zu gekngen, konnte man von 



^l~Ax^ — By^ = 0, 



Fünfter Abschnitt. Differentialgleichungen. 



337 



der Erwägung ausgehen, dass das Glied xy^j' aus der Diffe- 
rentiation von xyy hervorgeht, welche aber im Ganzen die drei 
Glieder xyy" -\' xy^ + yv' liefert, demnach kann für (iy) ge-» 
schrieben werden 

und nach Multiplication mit dx 

dixyy') _ d(y«) = 0; 

daraus aber ergibt sich durch Integration 

^yy — y^ = Ci. 

Trennung der Variabein fOhrt weiter zu 

ydy __dx_^ 
y' + C, x—""' 

woraus durch neuerliche Integration 

y» + Gl = C,x* 

C 1 

entsteht ; mit der Substitution j^ = Ä. — ^ = B wird dies 

in volle Übereinstimmung mit (a) gebracht. 

884. Es gibt mehrere besondere Formen von Differential- 
gleichungen zweiter Ordnung, welche sich auf ein leicht in- 
tegrirbares System zweier Gleichungen erster Ordnimg zurück- 
führen lassen. 



a) Die Gleichung 



(1) 



führt zu dem Systeme 



(2) 



dx* ~ ' \dx) 



(dy 



r, Cpdp 

^*~J f{p) 



aus welchem sich sofort 

(^) ^+^'=/^' y+-'-j fiP) 

ergibt. Lässt sich p aus (3) eliminiren, so ergibt sich das 
allgemeine Integral in der Form F(x, y, C^, C^) ^ 0. 
b) Die Gleichung 

(4) S = 9» W 

lab er, VorlMongen. IT. ^^ 
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liefert nach 882 

(5) y = Cdx Ctp{x)dx + C^x + C^ . 

c) Die Oleichung 

(6) S = *(») 

ist äquivalent den simultanen Gleichungen 

welche durch leicht ersichtliche Verbindung ergeben 

p« = 2fi,(y)dy + C, , 



(8) x+c, = r 



d) Auch wenn in der Differentialgleicliung eine der 
Yariabeln nicht explicit erscheint, kann sie im Allgemeinen 
int^rt werden. 

Es führt nämlich eine Gleichung von der Form 

w /■(". P.. B) - 

ZU dem Systeme 

dy 

dessen zweite Qleichung von der ersten Ordnung ist in Xj p* 
ist p als Function von x bestimmt^ so gibt die erste unmittel- 
bar y. 

Einer Gleichung der allgemeinen Form 

c") f{y. II. S) - 

entspricht das System 

dessen zweite Gleichung sich mit Hilfe der ersten in 
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verwandelt; dies aber ist eine ßleichung erster Ordnung in p; 
und hat man p als Function von y bestimmt^ so führt die 
erste der Gleichungen (12) zur Bestimmung von x. 

886. Beispiele, 1) Jene Gurren zu bestimmen^ bei welchen 
der Gontingenzwinkel proportional ist dem Bogendifferential. 

Die Differentialgleichung dieser Gurven (I5l) lautet 

und fahrt auf das System 

die zweite dieser Gleichungen hat das Integral 

woraus 

/ kx -\- C^ 

^ ~ yi — {kx+ C7i)*' 
hiermit aber liefert die erste der Gleichungen 

Schafft man die Irrationalität ab und schreibt — a fiir 
-— y — /) f{ir Cgy so lautet das allgemeine Integral 

f 

und stellt alle Kreise vom Halbmesser -^ vor. 

k 

2) Es sind diejenigen Gurven zu bestimmen , bei welchen 
der Krümmungsradius dem Gubus der Normale proportional 
und negativ ist. 

Wenn man in der diesen Sachverhalt ausdrückenden 
Gleichung 

Q und N durch die entsprechenden analytischen Ausdrücke 
ersetzt^ so ergibt sich die Differentialgleichung 

welche unter die Form (6) fallt; ihr Integral ist demnach 

22* 
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dy 



x + c^ = 



n d_ 






C ydy 



-f 



V«' + c. y* 

oder in rationaler Darstellung 

Hierin sind aber alle Ellipsen und Hyperbeln enthalten, 
deren Brennpunktsaxe mit der x-Axe zusammenfallt , und deren 
halber Parameter = a ist. 

3) Es sind jene Curven zu bestimmen, deren Krümmungs- 
halbmesser eine gegebene Function ip(x) der Abscisse ist. 

Die bezügliche Differentialgleichung 

(1 + y")^ 



y" 



= q>(x) 



löst sich auf in die beiden 



dx 



deren zweite, wenn / ~-^ = X gesetzt wird, das Integral 

ei^bt; hieraus aber berechnet sich 

und hiermit wieder folgt aus der ersten Gleichung 

als das allgemeine Integral. 

Die zu vollziehende Integration wird sich nur in sehr 
wenigen FäUen m endlicher Form ausführen lassen. Die spe- 

cieUe Annahme g , vermöge deren der Krümmungsradius der 

Abscisse umgekehrt proportional ist, charakterisirt die eHasH- 
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sehe Linie f d. i. die Form, eines horizontal eingespannten, am 
freien Ende belasteten (ursprünglich) geraden Stabes. Hier 

ist X == -| und die Gleichung der Curve erscheint in der 

Gestalt 

(ic» + c )dx 



, r (ä' + c 



die eine weitere Ausführung in elementaren Functionen und 
endlicher Form nicht zulasst. 

4) Es sind jene Curven zu bestimmen, deren Ej-ümmungs- 
halbmesser proportional mit der Länge der Normale sich ändert. 

Die bezügliche Differentialgleichung 



von der Structur (11), kann nach Abkürzung mit yi + y'* 
durch 

ersetzt werden. Die zweite dieser Gleichungen führt zu 

ipdp 8 dy 



und gibt 



woraus 






p-yw 



1. 



Hiemach ist yermöge der ersten Gleichung das allgemeine 
Integral 



''M' 



Die erübrigende Integration bezieht sich auf ein binomi- 
sches Differential und ist daher in endlicher Form ausführbar, 

wenn (242) -r- oder "Z eine ganze Zahl^ d. h. wenn h eine 

ganze Zahl ist. 

Bemerkenswert sind die folgenden speciellen Falle. 
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a) k = — 1 ergibt . 

woraus a; + ^ = — V^^ — V^ ^^d ^ rationaler Form 

(« + <^)* + y» = C^'^, 
die Eigenschaft q = — N haben ^ also alle Kreise , deren 
Centrum in der Abscissenaxe liegt. 
/J) * = 1 ftQirt zu 









woraus 

die Auflösung nach y ergibt 

die Eigenschaft q =^ N kommt demnach allen Eettenlinien 
mit ein und derselben Grundlinie zu. 
y) Für t = — 2 ergibt sich 



X 

setzt man 
so wird 



+^-/y=?:/»i 



* 2 ^ 



J K ^^ rfy = Ci J sin« -J rfti = "1 (tt — sin u) 5 

mithin ist 

a; + c^ = Y (tt — sin u) 

y =-|^(l— cosu) 

die allgemeine Losung in parametrischer Darstellung; ihr ent- 
spricht die Gesammtheit der Gykloiden mit gemeinsamer Gh*und- 
linie. 

d) Mit Ä; = -{- 2 gelangt man, da die Integration un- 
mittelbar sich ausführen lässt^ zu 



X 



+c=2cy^-i, 



Fünfter Abschnitt. Differentialgleichungen. 343 

woraus sich 

berechnet. Hierdurch sind. alle Parabeki bestimmt^ welche die 
a;-Axe zur Leitlinie haben (IM, 1)). 

§ 7. Iiiiieare Differentialglelohtingen. 

886. Als lineare Differentialgleichung erster Ordnung ist 
in 814 eine Gleichung bezeichnet worden, welche bezüglich 
der zu bestimmenden Function y und ihres Diflferentialquo- 

tienten ^ vom ersten Grade ist. Eine Gleichung, welche in 

Bezug auf y und die Differentialquotienten bis zur n-ten Ord- 
nung einschliesslich einen analogen Bau aufweist, wird eine 
lineare DifferenÜdlgleichimg n-ter Ordmmg genannt. Ihre all- 
gemeine Form ist hiemach 

(1) i^o!^**^ + i>i!^""^^ + A!/^"""*^ H hl>ny =i>; 

dabei bedeuten Poy Pi^ - - -Pn, P Functionen Ton x allein, die als 
eindeutig vorausgesetzt werden; man kann auch, die Stellen x 
ausschliessend, fQr welche ^^ = wird, den Goefficienten des 
höchsten Differentialquotienten auf 1 reduciren, indem man die 
Gleichung durch Pq diridirt. 

Von besonderer Bedeutung ist der Fall p = 0\ die Glei- 
chung lautet dann 

(2) i>oy^"^ + i>i!/<"-'^ + Ay<*-'^ H h i>»y = 

und wird als homogene Gleichung bezeichnet zum Unterschiede 
von der nicht homogenen Gleichung'(l); auch die Bezeichnungen 
reducirte und vollständige Gleichung sind für (2) und (1) ge- 
brauchlich. 

Wegen der wichtigen Beziehungen der Gleichung (2) zur 
Gleichung (1) wird erstere die zu (1) gäiörige homogene Glei- 
chung genannt. 

Im Folgenden wollen wir uns der abkürzenden Schreibweise 

(|Lt = 0, l,..n) 
für (1) und (2) bedienen; dabei ist ^^^ == y. 
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In Bezug auf die homogene Differentialgleichung kann 
zunächst der folgende Satz bewiesen werden: Das allgemeine 
Integral einer homogenen linearen Differentialgleichung ist lineo/r 
und homogen in Bemg auf die tfnWoürlichen Constanten, 

Ist nämlich y^ eine Function von x, welche die Gleichung 
(2) identisch befriedigt^ kurz gesagt, ein particuläres IntegrcH 
dieser Gleichung, so ist auch c^yi ein Integral derselben, 
wenn c^ eine beliebige Gonstante bedeutet; denn ist 

:2p(^y'r'" = 0, 

so ist auch 

Sind femer yi, y2,-.-y* mehrere particuläre Integrale 
von (2), so ist auch das mit beliebigen Constanten gebildete 

Aggregat Ci^i + c^y^ H 1- Ckyk ein Integral der Gleichung; 

denn aus 

folgt, dass auch 

2pf(piyi + C2yj H h c*y*y"~''' 

= c^pjr"' + c^^pjr"^ + • • • + c.^pjr"' = o 

ist. 

Wenn daher Ä; = n, so stellt 

(3) y = <^iyi + ^y» H h (^nyn 

das allgemeine Integral vor, vorausgesetzt jedoch, dass die n 
willkürlichen Parameter Ci , Ci, . , . Cn wesentlich sind. 

Damit wäre der oben ausgesprochene Satz bewiesen; die 
zuletzt gemachte Voraussetzung aber erfordert näheres Ein- 
gehen in die Sache. 

887. Ertheilt man der unabhängigen Yariabeln einen 
Anfangswert x = x^ und ordnet demselben beliebige Anfangs- 
werte y(o), ^(0), . . . ylo)"^^ von y und seinen n — 1 ersten Ab- 
leitungen zu, so ist durch (2) der zugehörige Wert j/(o) der 



(4) 
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n-ten Ableitung eindeutig bestimmt. Erfahrt nun x^ einen 
Zuwachs dxQ, so ändern sich y(0), yjo), . . . ylo)~^^ der Reihe um 

^Vifi) = y[o)doco, dy[o) = y[i)dxo, . . . dy|S)""^^ = ylSjdiCo 
und gehen in die neuen, zu Xq + dx^^ = x^ gehörigen Werte 

l yii) = y\o) + dyio, , . . . y|r'^ = ylr'^ + rfyl?)" '^ 

über. Zu diesen ergibt sich aus (2) abermals ein xmd nur 
ein bestimmter Wert y^] für y^^\ und für einen weiteren Zu- 
wachs dx^ der unabhängigen Yariabeln berechnen sich die 
Änderungen der Werte (4), nämlich 

^yn) = yli)dxi , dy[i) = y{i)dxi, . . . dy[rr ^^ = y[i)dxi , 
und hiermit die zu a?! + dx^ == ir^ gehörigen Werte 

»(2) = y(i) + ^y(i) 
y(2) = yii) + dy[^^ , . . . y|r'^ = y?)"'^ + dylr'^ 

u. s. f. 

Hiemach lässt sich, indem man von 

x = xo, y(0), y(o),...y(o) 

ausgeht, eine in beliebig engen Intervallen von x fortschrei- 
tende Folge von zusammengehörigen Werten 

(«0, y(0)), (o^y y(i)), {^2, y(2)), . . . 

d. h. ein Integral der Gleichung (2) construiren. 

Dieses Integral muss nun in dem allgemeinen Integrale 
(3) mit enthalten sein, mithin müssen sich die Parameter 
Cj , c^, . . . Cn so bestimmen lassen, dass zu x^=^ x^ die Werte 
y(0)> y'isi)) • • . ylo)""*^ gehören; die zu dieser Bestimmimg führen- 
den Gleichungen 

y(0) = ci(yi)o + c2(ya)o + • • • + ^«(y».)o 
y(0) = ci(y;)o + c2(yi)o H f- Cn(yi)o 



ergeben aber nur dann wirklich eine bestimmte Lösung, wenn 
die Determinante 
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(5) 



Ao) = 



(yi)o (y»)o 
(yi)o (yi)o 



(y»)o 



.{»-D- 



,("-»)■ 



ni(^^ ^uK ist. 

Diese Determinante ist derjenige Wert^ welchen die Deter- 
minante 

(»-1) 



(6) 



D 



yi yi- "Vi 
y% y%' ' ' y^ 



(n-l) 



y« yn-yn 



(n-l) 



2)^0 



für X = Xq annimmt. 

Die Determinante D soll im weiteren die ^Determinante 
der particulären Integrale y^y y%y - - yn* genannt werden. 

Die Bedingung X)(o)^iO muss also erfüllt sein^ soll (3) 
wirklich das allgemeine Integral darstellen; da aber der Aus- 
gangswert Xq beliebig gewählt werden darf ^ so kann die er- 
wähnte Bedingung auch durch 

(7) 

selbst ersetzt werden. 

Hiemach gilt der Satz: Das aus den parHculären Inte- 
gralen yi, y^f ' * -yn zusammengesetzte Integral 

y = ^iVi + ciy, H h Cnyn 

ist nur dann das allgemeine Integral der Gleichung (2), wenn 
die Determinante D jener Integrale nickt verschtmndet. 

Ein solches System von particulären Integnden heisst ein 
Fundamentaisystem und yi^ y^, , . .yn sind seine Elemente. 

Ist ein Fundamentaisystem yi, ys^ . . . y^ gegeben , so ist 
damit die zugehörige homogene Differentialgleichung bestimmt. 

Schreibt man sie nämlich in der Form 

(8) y(«) + Piy<"-^> H h i>ny = , 

so bestehen die Gleichungen 

yi +Piyi + 

(n , (1 — 1) I 

y« +i>iy8 + 



(9) 



+ i>«yi = 
+ Pnyi = 



.in) 



(n— 1) 



Wn + Piyn~'' H h PnVn = 
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und durch diese sind^ weil die Determinante D ^ 0^ die Coef- 
ficienten Pi, p%, - * » Pn bestimmt. Man kann übrigens das 
Resultat der Elimination von Pi, Pi, - - - Pn aus (8) mit Hilfe 
der Gleichungen (9) auch durch 



(10) 



y y • • • y • 

(n) (n— 1) 

yi yi • • • yi 

y^' y'r^''-yt 



An) (n-l) 

y* y« • • • yn 



= 



darstellen. Dies also ist jene Differentialgleichung^ für welche 
yi; y2; • • • Vn ein System von Particularintegralen ist. 

Wäre beispielsweise die Frage nach jener homogenen 
linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung gerichtet^ f&r 
welche y^ =: sin ax, y$ '^ cos ^^i ^^^ Fundamentalsystem 
bilden*), so gibt 



y 



// 



.2 



— a* sm ax, 



y y 

acosarr, sinao; 



= 



— a* cos aa;, — a sm aa;, cos arc 

Antwort auf die Frage; in entwickelter Form heisst diese 
Gleichung 

Aus dem Systeme (9) ergibt sich insbesondere der erste 
Goefficient 



Ä = — 



yi yi • • • y'r'' yi"^ 



y* yn • • • y* y* 



yi yi • • • y?-*^ yi""^^ 
ys yi--y?""'^y?-'^ 



w yn • • • yn yn 



*) Dass diese Functionen geeignet sind, ein Fnndamentalsystem 
darzustellen, geht daraus hervor, dass ihre Determinante 



« — a, 



Vi 


y» 




sinaa: 


a coBax 


Vt 


y.' 




cosao; 


— a Buxax 



also von NuU yerschieden ist. 
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der Nenner ist die Determinante Dy der Zahler aber geht aus 

D durch Differentiation in Bezug auf x hervor; demnach ist 

, dB 

p^dx = ^-^ 

und daraus folgt 

(11) 2)=Ce•^'^^^^ 

Nach dem oben gefundenen charakteristischen Merkmale eines 
Fundamentalsystems verschwindet D für x^=x^ nicht, daher 
ist auch C^O; dann aber kann D nicht verschwinden, ohne 
dass p^ unendlich würde. Schliesst man also das unendlich- 
werden von Py aus, so ist die Determinante eines Fundamen- 
talsystems nicht allein an der Ausgangsstelle, sondern im 
ganzen Gebiete der Yariabeln x von Null verschieden. 
888. Es sei 

(1) ^Pf.l^''^^^ = P 
eine nicht homogene, 

(2) ^Pt^^""^^^ = 

die zu ihr gehörige homogene Gleichung; Y ein particuläres 
Integral der ersten, 17 das vollständige Integral der zweiten 
Gleichung. Dann ist also 



und 






daraus aber ergibt sich durch Addition 
Hiemach ist 

(3) y=r+i, 

das allgemeine Integral der vollständigen Gleichung (1). 

Es setzt sich also das allgemeine Integral einer nicht homo- 
genen OleichMng aus einem parHadären Integrale derstJben und 
dem allgemeinen Integrale der zugehörigen homogenen Gleichung 
durch Addition zusammen. 

Man bezeichnet zuweilen T als das Hauptintegräl, 17 als 
die complementäre Function der Gleichung (1). 
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889. Die Kenntnis eines particuUuren Integrals einer homo- 
genen Differentialgleichung ermöglicht es, die Ordmmg der 
Gleichung um eine Einheit eu erniedrigen^ ohne ihren linearen 
Charakter au&uheben. 

Es sei nämlich y^ ein Integral der Gleichung 

(1) 2'*'"^""'" °" ^' 

ihr allgemeines Integral kann dann immer in der Form 

(2) y = y^fzdx 

angenommen werden , wenn unter z eine erst zu -bestimmende 
Function von x yerstanden wird. Behufs Ermittelung der- 
selben ist nur nothig auszudrücken, dass (1) durch (2) befrie- 
digt werde. Nun hat man neben 

y = y^fedx 
y=y^fzdx + y^e 

y(-) = y^^Jzdx + (3 y'r'' z + y^r'' / -f • • • -f y^z'^^' ; 

multiplicirt man diese öleichungen der Reihe nach mit p^y 
Pn—ij l>ii— «1 • • • J>o iißd bildet ihre Summe , so verschwindet 
in dieser nicht allein die linke Seite, weil (1) erfüllt werden 
muss, sondern auch das erste mit Jzdx behaftete Glied der 
rechten Seite, weil y^ ein Integral von (1) ist; die Goefßcienten 
von Zj /, . . . ;ei<*"~^^ werden bekannte Functionen von a?, die 
der Reihe nach mit ;«— i; 9n— a; • • • fo bezeichnet werden 
mögen. Mithin hangt die Bestimmung des z ab von der Gleichung 

(3) goi»^"-*^ + ffiJeK"- «) H f- jn-iXf = ; 

dies aber ist eine homogene lineare Differentialgleichung, deren 
allgemeines Integral die Form z =^ c^y^-^ c^y^-^ - - - •\- Cnyn 
hat. Setzt man dasselbe, nachdem es gefunden worden, in (2) 
ein, so ergibt sich das allgemeine Integral von (1) wieder in 
der bekannten Form 

y = ^1^1 + c^Vify^dx + c^yify^dx -\ 1- CnyiJ^yndx. 



350 Zweiter Theil. Integral -Bechnung. 

Für eine Differentialgleichung zweiter Ordnung ergibt sich 
daraus die Thatsache^ dass die Kenntnis eines particularen In- 
tegrals ausreicht, um das nothige zweite durch Quadraturen 
herzustellen. 

Wendet man nämlich die Substitution (2) auf die Gleichung 

(4) y'+Pii/+P,y = o 

an, so lautet die zur Bestimmung von e führende Gleichung 

daraus erhalt man nach Multiplication mit dx und Trennung 
der Variabeln 

^^+1,,^:. + 2 1^ = 0; 

das Integral hiervon ist 

l z +J^Pidx + l y^^ = l (^, 
woraus >, 

Setzt man dies in (2) ein, so entsteht das allgemeine 
Integral 

— yVid* 






(5) y = <\yi + (^ViJ y^f ^^• 

Durch Vergleichung mit dem allgemeinen Ausdrucke Cj^y^ H" ^^2 
ergibt sich hieraus für das y^ zu einem Fundamentalsystem 
ergänzende zweite Integral der Ausdruck 

(6) yi = yij ... dx. 



Zur näheren Erläuterung möge dieser Vorgang an der 
Gleichung 

(7) xf-(3 + x)y'+Sy = 

ausgeführt werden. Da die Goefficientensumme = ist, so 
wird die Gleichung offenbar durch y^ == e* befriedigt. Auf 
Grund dieser Kenntnis gibt die Formel (6) 



-2.+/ 



8-f-a: , 

— ■ — dx 



y^r= ^ j e *^ ' dx 

= efa?e-^dx = — {a? + %a^ + &x + 6); 
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demnach ist das allgemeine Integral von (7) 

y = c^e«^ + c^{p^ + 3a;« + 6a; + 6). 

840. unter den homogenen linearen Differentialgleichimgeii 
verdienen diejenigen mit constcmten Coefficienten besondere Be- 
achtung; ihre Lösung fOhrt auf ein algebraisches Problem^ 
auf die Bestimmung der Wurzeln einer algebraischen Gleichung 
zurück. 

Die Gleichung 

(1) y(«) + aiy(~-i) + agj^*—») H ^ a^y = 0, 

worin Oi^ a^, . . .an gegebene (reelle) Zahlen sind, wird näm- 
lich durch jede Function befriedigt^ welche die Eigenschaft 

(2) y'= ry 

besitzt^ sobald die Gonstante r so bestimmt wird^ dass 

(3) r* + oir"-* + Oir'"'-* -| [- a„ = 

ist. Es ist nämlich eine Folge von (2)^ dass 

(4) y '= r^y, y'"= r^y,.,.i^''^^r^y] 

die Einsetzung von (2) und (4) in (1) gibt aber 

y[r» -f a^i^-^ -f a^r''-'^ H f- a^] = 0, 

und dies erfordert, wenn man von der selbstverständlichen 
particulären Lösung y = absieht, dass (3) bestehe. 

Nun ergibt sich aus (2) durch Trennung der Variabeln 

und Integration 

y = e'] 

hiemach ist die Exponentialfunction 

ein Integral der Gleichung (1), wenn r eine Wurzel der 
charakteristischen Gleichung (3) ist. Sind also ri, r^, . . .rn 
n verschiedene Wurzeln dieser Gleichung, so hat man schon in 

(5) y = qe^'* + c^e'^' + • • • + Cne^' 

das allgemeine Integral der Gleichung (1), weil das zugehörige 
D^O ist. 

So gehört zu der Differentialgleichung 

y"- a«y = 

die charakteristische Gleichung 

r» — a« = 0, 
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deren Wurzeln +a, — a sind; daher ist 

y == c^e*' + ^^^''* 
ihr allgemeines Integral. 

841. Eine besondere Besprechung erfordern die comjglexeH 
und die mehrfachen Wurzdn der charakteristischen Gleichung. 

Ein Paar conjugirt complexer Wurzeln, wie a -f- ß^ luid 
a — ßi, liefert zu dem allgemeinen Integrale den BestandÜieil 

wofür nach 108 geschrieben werden kann 

e"* [Ci (cos ßx + i sin ßx) + c^ (cos ßx — i sin ßx)] 5 

bezeichnet man die willkürlichen Gonstanten c^ + ^j ^(pi — ^) 
mit Ci^ C^, so nimmt dies den Ausdruck 

(6) &" [Ci cos ßx + Ca sin ßx] 

an. Hiemach führt ein Paar conjugirt complexer Wurzeln zu 
einem aus einer Exponentialfunction und trigonometrischen 
Functionen zusammengesetzten Beitrage zum allgemeinen Inte- 
grale, welcher in dem Falle a «= 0, d. i. für rein imaginäre 
Wurzeln, rein trigonometrisch wird. 

Hat die charakteristische Gleichung mehrfache Wurzeln, 
80 acheint es zuniichst, als ob man nicht die zur Büdung des 
allgemeinen Integrals nöthige Anzahl particularer Integrale 
erhalten könnte; die folgende Betrachtung wird jedoch zeigen, 
dass eine A- fache Wurzel r^ genau auf X yerschiedene Inte- 
grale führt. 

Mit Benützung der Substitution 

y = e^^' Cedx, 
welche zu den Ableitungen 

y == r^er^^ izdx + ze''^" 

y" == r^e^'^Czdx + 2ri£ic'"»* + ze""^' 

y'"= T^e^^'Jzdx + Zt^ze^^ + 3ri/e^i* + z"e^' 

y^n)^ rle'^'Jzdx + i^^rr'^e'' + Qr^^-Va^^' 
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Anlass gibt, verwandelt sich nämlich die Gleichung (1) in die 
folgende: 

+ (nr^;"-'^ + (» — Dairi«-* H [- a,-i)jer 

+ j^(n(n— Dr^— > + (n— 1)(»— 2)airi»-»H |.2an-8)/+ 

wofQr, wenn man die linke Seite der charakteristischen Glei- 
chung (3) mit o}(r) bezeichnet, kürzer geschrieben werden kann: 

Da aber r^ eine A-fache Wurzel von (3) ist, so hat man 
fl,(ri) = 0, a)'(ri) = 0, . . . ö(^-i) (ri)= 0, 

während aj^^^(rj)^0] infolge dessen vereinfacht sich obige 
Gleichung zu 

X! * n^ (X4- 1)1 ^ T^ T^* ^• 

Dieser Gleichung aber genügt jedes z^ dessen Ableitungen von 
der (A — l)-ten Ordnung angefangen identisch Null sind; der 
allgemeinste Ausdruck, dem diese Eigenschaft zukommt, ist 
die mit beliebigen Goefficienten gebildete rationale Function 
k — 2-ten Grades, nämlich 

daraus ergibt sich, mit abgeänderter Bezeichnung der Gon- 
stauten, 

fßdx = Co + C^x + C^a^ H f- Ci-ia^-^ 

Mithin ist der aus der A- fachen Wurzel r^ entspringende Theil 
des allgemeinen Integrals 

(7) e^'fzdx = er^'lC^ + C^x + C^x^ -\ h d^xoi^'^y, 

er besteht, wie es der Multiplicität der Wurzel entspricht, 
aus A verschiedenen Integralen 

Osuber, Vorloaimgen. II. 23 



} 



il 
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Ist die A-fache Wurzel r^ complex^ =a + i8i, so gehört 
zu ihr eine ebenfalls A- fache conjugirte Wurzel a — ßi, und ] 

aus beiden entspringt der folgende Beitrag zum allgemeinen 
Integrale: 

c«»(cos/8a; + isin/Sa;)[Co + C^x + C^x^ H f- d-.iX^-^] 

+ e«*(cos/Sa:— i sin /}a;)[Co'+ C^x + C^V -| f- Cl^ix^-^], 

welcher sich nach Einführung neuer Bezeichnungen für dio 
Constanten ^ und zwar 

-^0 = ^0 + ^0 9 -^1 = ^1 + ^l' ; •• • -^2—1 = C^A— 1 + Cl—i 

Bq ™ {(Cq — Cq) , JBi <= i((7i — C/) , . • . JBa_i = i{Cx^i — Ci— i) 
wie folgt schreibt: 

|c«^[^ + j^a: + . . . + ^,_ia^-i)cos/}^ 

842. Beispiele. 1) Zu der Differentialgleichung 

4/— 6j/'+4j/-y = 

gehört die charakteristische Gleichung 

4r» — 6r^ + 4r — 1 = 0; 

die Wurzeln derselben ergeben sich leicht^ wenn man die 
beiden mittleren Glieder auflöst in — 2r^ — 4r* + 2r + 2r; 
die linke Seite zerfallt dann nämlich in die Factoren 

(2r — l)(2r* — 2r + 1); mithin sind 

2 ' 2 — 2 

die fraglichen Wurzeln und daher 

y = e'^^c^ + c^ coa Y + <hi sin ^J 

das allgemeine Integral. 

2) Der Differentialgleichung 

y/K_ 4j^"+ 3y"+ 4y'_ 4y = 

entspricht die charakteristische Gleichung 

y^ _ 4y8 -I- 3^2 + 4r — 4 = 0, 

deren linke Seite sich in die Form (r* — l)(r — 2)* bringen 
lässt; daraus resultiren die Wurzeln 

1, -1, 2, 2. 
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Demnach ist 

y = c^e* + c^er" + (cg + Cj^^)^" 
das allgemeine Integral. 

3) Die Differentialgleichung 

fahrt zu der charakteristischen Gleichung 

,A-f.2r*+ 1=0, 

welche die doppelt zählenden Wurzeln +* hat; infolge dessen 
ist das aUgememe Integral 

y = (Ci + Cgic)cosa; + (^ + Cj^x)Binx, 

4) Jede lineare homogene Gleichung von der Form 

(9) Aa?"!^"^ + A^-V*—'^ H h ^ny == 

kann in eine homogene Gleichung mit constanten Coefficienten 
umgewandelt werden, und zwar geschieht dies durch die Trans- 
formation 
(10) x = €ß, y = V' 

Vermöge dieser Transformation wird nämlich (42, (2)) 



wobei 71 y rl\ iy'" , . . . die Differentialquotienten von r^ bezüg- 
lich der neuen unabhängigen Variabeln % bedeuten. Nach Ein- 
führung dieser Ausdrücke nimmt (9) schliesslich die Form 

an; in dem allgemeinen Integrale hat man % durch l,x und ^q 
durch y zu ersetzen. 

Als erstes Beispiel hierzu diene die Gleichung 

2rp*y"+3a;y — 3y = 0; 

sie verwandelt sich in 

2,"+V-3i/ = 0, 

und die zugehörige charakteristische Gleichung 2r*+r — 3 = 

besitzt die Wurzeln 1 und — —\ demnach ist 

28 ♦ 
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das allgemeine Integral^ das in den ursprünglichen Variabeln 
lautet 

Als zweites Beispiel wählen wir die Gleichung 

x^y' — 6y = 0; 
für ihre Transformirte 

ri" — 3V'+ ^V — 61^ = 
ergibt sich mittels der Wurzeln von r* — 3r* + 2r — 6 = 
das Integral 

r^ «= Cy^f?^ + c, cos I Y2 + ^8 sin I ]/2 ; 
folglich ist 

y = c^a? + c^ co^y^Lx + Cg 8iny2 La; 
das allgemeine Integral der ursprünglichen Gleichung. 

848. Die Integration einer nickt homogenen linearen Diffe- 
rentialgleichung ist auf Quadraturen zurückführbar, sobald 
man das allgemeine Integral, oder was auf dasselbe hinaus- 
kommt, ein Fundamentalsystem von particulären Integralen 
der zugehörigen homogenen Gleichung kennt. Diese wichtige 
Thatsache lasst sich mit Hilfe einer Methode erweisen, welche 
Lagrange angegeben und als Va/riaMon der Constanten be- 
zeichnet hat; der Grund für diese Bezeichnung wird sich so- 
fort ergeben. 

Es sei 

(1) y(n) ^jp^y(n-l) ^ V PnV = P 



oder kurz ^ p^yi»-f^)=zp (mit der Pestsetzung, das8j;o=l) 


die zur Integration vorgelegte nicht homogene Gleichung, und 

von der zugehörigen homogenen Gleichung 

(2) y(«) + p,y(—^) H h Pny = 

oder ^ i)|*y^"""^^ = sei ein Fundamentalsystem particulärer 

Integrale y^, y^,- - -yn bekannt, mit dessen Hilfe daher deren 
allgemeines Integral 

(3) rj = ciyi + <hiyi-\ f- Cnyn 

zusammengesetzt werden kann. 
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Das allgemeine Integral y von (1) kann man durch die 
rechte Seite von (3) auch dargestellt denken^ wenn man an 
die Stelle der Gonstanten Ci, c^, . . . Cn entsprechend bestimmte 
Functionen Uty U2, . . Un von x bringt^ sodass 

n 

(4) y = Mij/i + Msya H h Unyn =^tiyy^. 

1 

Ja^ eine solche Darstellung wäre noch auf unzählig viele 
Arten ausfahrbar^ wenn man die Functionen % , fh, - - .Un 
nicht einer entsprechenden Anzahl von Bedingungen unter- 
würfe; solcher Bedingungen dürfen n — 1 frei gewählt werden, 
vermöge deren n — 1 der u^ durch das letzte sich darstellen 
lassen, sodass es nur noch auf die Bestimmung dieses einen u 
ankommt. Von der Wahl dieser Bedingungen hängt die Durch- 
führbarkeit des angedeuteten Gedankens wesentlich ab. 

Um auszudrücken, dass (4) der Gleichung (1) genügt, 
braucht man die Ableitungen von y. Nun ergibt sich 

(5) j/=2w,y;, 

wenn man die u; so wählt, dass 

(5*) ^u.y. = 0. 

Es wird weiter 

(6) y"=2«'«''' 

wenn man den Uy die weitere Bedingung auferlegt, dass 

(6*) ^u;y; = 

sei. So fortfahrend kommt man nach n — 1 Differentiationen zu 

(7) »<'-^>=2'«'«'^"""' 

wenn auch noch die Bedingung 

(7*) ^«>,-« = 

erfüllt ist. Hiermit aber ist die zulässige Anzahl von Be- 
dingungen erschöpft und ergibt sich 

(8) »<"> =2«,yi"' +^«: y<-« . 
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Trägt man die Werte für y, y, y S • • •y^""■^^ y^*^ aus 
(4), (6), (6), . . . (7), (8) in die Gleichung (1) ein, so entsteht 

+ i>r^«ry»=l» (v = l,2,...n) 

oder in anderer Zusammenfassung der Glieder 

+ ""2^/. J^«"""' +2^ y<"- " = P (,t = 0, . . . n) ; 

da aber yi, ^i, . . . y. Integrale Ton (2) bedeuten, so entMlen 
links alle Glieder bis auf das letzte, sodass 



y'«>s"~^' 



V *^ V 



p 



(8*) 

verbleibt. 

Durch die n Gleichungen (5*), (6*), . . . (7*), (8*), welche 
ausgeschrieben lauten: 

uiy'i + üiy'i H 1- u'ny'n = 



(9) 









sind die Ableitungen der Functionen Ui, ih, • - -^n eindeutig 
bestimmt; denn das System (9) ist in Bezug auf diese Ablei- 
tungen linear und seine Determinante 



(10) 



D = 



yi 



Vi 

yi 



'•• yn 
• • y« 



y^n — l) «(» — 1) . . . y(«— 1) 



ist von Null verschieden, weil yi, y», . . . y* ein Fundamental- 
system von (2) bilden (887). Bezeichnet man die den Elementen 
der letzten Zeile von (10) adjungirten ünterdeterminanten mit 

so ist die Auflösung von (9) durch 
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pD. 



«1= D ' 






(11) 



dx 



gegeben, und hieraus geht durch Integration 

«1 = Ci +J ^ dx, 

«» = C« +J ^dx, ...Un'= Cn +J ^ 

hervor. 

Schliesslich hat man diese Werte in (4) einzusetzen, um 
das allgemeine Integral von (1) zu erhalten; dasselbe kutet also 

y = Ciyi + c»y» H f- c»y« +yij ^ 



(12) 



dx 



+ yj^dx + • • • + ynf^dx 



=^c^yv +2y\l ^ ^^ 

{v = 1, 2,... w). 

Der erste Theil, d. i. ^ c^yy ist aber laut (3) das Integral 

rj der homogenen Gleichung (2); mithin stellt der zweite 
Theü, d. i. 

das Integral Y dar (888), welches dem Wertsysteme c^ = 0, 
c^ = , . . . c» = der Constanten entspricht. 

um die Differentialgleichungen mit constanten Goefficien- 
ten vollständig zu erledigen, wollen wir für eine solche nicht 
homogene Gleichung 

(13) y(«) + a,ycn-i) + a^^n-v + . . . + «^y =_p^ 

wo p eine Fimction von x vorstellt, die Formel (12) her- 
stellen, jedoch unter der EinschriLnkung, dass die zur redu- 
cirten Gleichung 

gehörige charakteristische Gleichung Gi(r) = keine mehr- 
fachen Wurzeln besitze. Sind r^, r,, . . . r« diese Wurzeln, 
so ist 
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D = 









• • • 






Y>n — \fr\X ^n — 1^,« , . , y« — l^n« 



^'•i+'-iH h»"«)* 



1 ... 1 

fa • • • r„ 



yÄ — 1 A»W— 1 



• • • 



.«— 1 



g('-i4-r,4-- +'"«)«(r2 — ri)(r8 — n) • • • (*•*! — n) 

(n — ra) • • • (r« — r») 



femer in analoger Weise 

A = (— 1)— ie(^.+''-+-+'-n)*(rs — r^) . . . (r„ — r,) 



daraus ergibt sich 



(»•n — rn-i); 



-— rix 



— »"i) fri — »•«)(»'i — »'s) • • • (n — ^ä) ' 



bedenkt man aber^ dass 

fi,(r) = (r — r;){r — r^) • - • (r — r«), 

so stellt sich der Nenner des letzten Ausdrucks als gleichbedeu- 
tend mit cd'(^i) heraus. Demnach ist schliesslich 

Auf ähnliche Weise ergeben sich die übrigen Quotienten 






JDn 

D 



(14) 



Hiermit also schreibt sich das Integral von (13) wie folgt: 
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844. Beispiele. 1) Um die DifPerentialgleichung 

t/'— i/—2y = x 
zu integrif^iiy bestimme man die Wurzeln von 

cD(r) = r* — r— 2 = 0; 

es sind dies die Zahlen r^ = 2, r, = — 1; mit Hilfe derselben 

berechnet sich 

a,'(r0 = 3, fi,'(r,) = -3, 

/ i?e-'-i* dx =jxe-'"dx = — e-«« T-l- + -ij , 

I per'^^'dx =^ I xefdx = ^(x — l). 

Hiemach ist das allgemeine Integral der vorgelegten Glei- 
chung nach Vorschrift von (14) 

y = ^^' + ^e^' — Y + T- 
2) Ist die Gleichung 

zur Integration vorgelegt^ so bilde man mit Hilfe der Wurzeln 
von r* + 1 = 0, d. i. + i, das Hauptintegral^ welches lautet 

seine Ausführung^ bei welcher i wie eine Constante zu be- 
handeln ist^ liefert 

"äT 1 — * 27~T+T "^y 
Demnach ist das allgemeine Integral (841) 

y = c^ cos a; + Cj sin a; + ^ 



X 

e 



§ 8. Integration dnroh Beihen. 

845. Wenn die zur Integration vorgelegte Gleichung 
unter keine der bisher behandelten Formen fallt^ bei welchen 
die Losung auf Quadraturen sich zurückführen lässt^ so greift 
man zu dem Hilfemittel der Integration dwrch Beihen, 

Vorausgesetzt, dass eine die Gleichung befriedigende 
Function von einer Stelle x^ der unabhängigen Variabein aus 
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sich in eine Potenzreihe entwickeln lässt, wird diese Entwick- 
lung die Taylor 'sehe Reihe bilden und lauten 

(1) y = yo + ^(a'-^o) + f!^(^-a:o)'' + ---, 

wobei y^, y^, y^\ ... die zu x = x^ gehörigen Werte von y 
und seinen Ableitungen bedeuten. Die DifiPerentialgleichung 
gestattet die Gewinnung dieser Werte auf Grund folgender 
Erwägungen. 

Angenommen, die Gleichung sei von der n-ten Ordnung 
und lasse sich in Bezug auf den höchsten Differentialquotienten 
y^**) auflösen; dann wird 

(2) !/<"^ = 9>(^, Vy y,...y('-^0 

die allgemeine Form der Gleichung sein. 

Die Gleichung (2) gestattet aber, auch die höheren Ab- 
leitungen von y über die w-te hinaus durch x, y, y', . • • y^""" ^^ 
darzustellen; denn differentiirt man sie nach x, so entstehen 
rechts alle Differentialquotienten bis zur w-ten Ordnung ein- 
schliesslich, und ersetzt man den höchsten von ihnen durch 
seinen Wert aus (2), so wird auch y("+i) durch ic, y, y',, . .j^"""^) 
ausgedrückt sein. Darauf dasselbe Verfahren angewendet, er- 
gibt y('»+*) in analoger Darstellung u. s. w. 

Nun liegt es im Wesen einer Differentialgleichung w-ter 
Ordnung, dass man einem Werte x = Xq der unabhängigen 
Variabein beliebige Werte von 

y, y\'" y^""'^ 

zuordnen kann; bezeichnet man diese Werte mit 

SO sind nach dem Vorausgeschickten für x = x^ alle Ablei- 
tungen von y, von der n-ten angefangen, durch c^, Cg , . . . c» 
ausgedrückt und hiermit die Coefficienten von (1) gewonnen. 
Da ein auf solche Weise gefundener Ausdruck für y n will- 
kürliche Gonstante enthält, stellt er das allgemeine Integral 
dar, jedoch nur dann und so weit, als die Reihe conver- 
gent ist. 

Liegt nichts im Wege, die Null als Ausgangspunkt der 
Entwicklung zu wählen, so tritt die Maclaurin'sche Reihe 
an die Stelle der Taylor'schen und bedeuten nun in 
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(3) y = yo + ^a; + ^a;«+... 

die Goefficienten y^, y^', y^' , . . . die zu a? = gehörigen 
Werte von y, j/, y\ .... 

Indessen ist der angedeutete Weg nur in besonders ein- 
fachen Fällen zu empfehlen. Zweckmässiger ist es zumeist, 
die Reihe für y der Form nach anzunehmen und 

(4) y = A^tS^ + A^tS^-^^^ -|- jl^aj^+ft H 

zu setzen; unter der Voraussetzung, dass diese Reihe conver- 
gent ist, ergeben sich auch für y', y", . . . y<"> convergente 
Reihen durch gliedweise Differentiation von (4) (87). Alle 
diese Reihen in die vorgelegte Differentialgleichung eingesetzt, 
erhält man eine Gleichung, welche identisch, d. h. für alle 
Werte von x erfüllt sein muss. Indem man dies analytisch 
zum Ausdruck bringt, erlangt man die Mittel, um 1) den An- 
fangsexponenten m, 2) das Fortschreitungsgesetz der Exponen- 
ten, also die Natur der Zahlenreihe Pi; J^, . • •; 3) die Goeffi- 
cienten ^, A^^ ^, . . . zu bestimmen. 

Bleiben so viele dieser Goefficienten willkürlich, als der 
Ordnungsexponent der Gleichung Einheiten hat, so ist durch 
(4) das allgemeine Integral gefunden. 

Immer aber hängt schliesslich die Zulässigkeit des Ver- 
fahrens von der Gonvergenz der gewonnenen Reihe ab. 

Es ist nicht ausgeschlossen, dass man auf dem bezeich- 
neten Wege auch solche Integrale findet, die in endlicher 
Form durch elementare Functionen sich ausdrücken lassen; es 
braucht beispielsweise nur die gefundene Reihe eine elemen- 
tare Function darzustellen. 

846. Beispiele, 1) Wir fangen mit einer Gleichung an, 
bei welcher beide Methoden in durchsichtiger Weise zum Ziele 
führen und die überdies directe Integration gestattet, näm- 
lich mit 

(a) y"= ay . 

Aus (a) ergibt sich durch n — 2-malige Differentiation 

wenn man ako x =^ Xq die Werte y^— c^, y^^^c^ von y, y 
zuordnet, so ergibt sich 
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»0 — <1 


Va ='<H 


yö' — «Ci 


Vo — «<^ 


yo^'' — a*Ci 


Vo^— «*c» 



Hiermit aber liefert der Ansatz (1)^ wenn man gleich die 
mit c^ und c^ behafteten Glieder zusammenfasst^ 

Die beiden Reihen sind för jeden Wert von x — Xq conver- 
gent; daher ist auch a;^ = zulässig und man hat einfacher 
(entsprechend dem Ansatz (3)) 

y = <^U^ + r:^+ i.2.3.4 + -'-} 

+ ^ { ^ + r-2-8 + rTY-sTTTfi + • • • } • 

Es ist jedoch leicht zu erkennen, dass die erste Reihe 
die Entwicklung von 

_ 

und die zweite die Entwicklung von 



e ' — e 



V^ 



2yä 

ist; mithin gilt auch 

^ V2 21/S/ ^\2 2j/5/ 

und schliesslich 

(*) y = 0^^y^-^C^ er-* V^, 

wenn man die eingeklammerten Aggregate, deren Werte ja 
willkürlich sind, mit C^, Cg bezeichnet. 
Hätte man sofort fär y den Ansatz 

{i) y = J^ + A^x + A^x^ + A^x^ H 

supponirt, aus welchem sich 

y"= 1 . 2 J« + 2 . ZA^x + 3 • A:A^(j^ H 

ableitet, so wäre aus der Substitution dieser Reihe in (a) 
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1 . 2^ + 2 . 3.43a; + 3 . AÄ^X^ H 

= a(A^ + Ä^x + Ä^ot^ + A^o^ H ) 

hervorgegangen; die Vergleichung correspondirender Coeffi- 
cienten führt zu 

* 1.2-3-4 ^^ 1.2-8.4. 



ö' 



und hiermit verwandelt sich (f) in 

+ ^1 P + r .-2T8 + 1.2.8-4-6 +•••}; 

dies stimmt aber mit {y) überein. 
2) Um die Gleichung 

(«) f+ ax^'y = 

zu integriren^ nehme man an, das erste Glied der y darstellen- 
den Reihe sei A^x^\ sein zweiter Differentialquotient ist 
m(fn — l)-4^aJ*"—*; mithin führt die Einsetzung dieses Gliedes 
in (a) zu dem Gliederpaare 

m(m — l)-4^a;"»""* + a J^a:^+" . 

Der CoefScient von af*—* muss für sich verschwinden, 
und da -4^ ^ vorausgesetzt ist, muss 

m(m — 1) = 

sein, also m = oder m = 1 genommen werden. 

Den Goefficienten von a?"+» kann nur das folgende Glied 
der Reihe zum Verschwinden bringen; dieses GUed muss also 
4iaJ™+'»+^ lauten; es liefert dann das Gliederpaar 

(m + n + 2)(w + n + l)J.ia^+" + aÄ^x^-^^""^^ . 

Der Goefficient des zweiten dieser Glieder wird durch das 
dritte Glied der Reihe aufgehoben werden, welches lauten muss 

^^m+Sn+l^ U. S. W. 

Hiemach ist 
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die Form der Reihe. Zagleich aber ergibt sicb^ dass 

(y) (w + n + 2A)(m + ir+2A — 1)Ai + a^a-i = 

sein müsse för X = 1, 2, . . . . 

Von hier ab sind die Falle w = und m = 1 zu trennen. 
Für m = lautet (y) 

(n + 2)X(irf2k — l)Äz + aÄx^i = 

und gibt der Reihe nach 



(n + 2)(n+l)' 
"^ 2(n + 2)'(n + l)(2n + 8) ' 



A'=- 



2 • 8(n + 2)»(n + l)(2n + 8)(8n + 6) 

fOr m ^ 1 lautet (y) 

n + 2A(n + 2A + l) J.i' + a^i'_i = 
und liefert 



A^" "^ 



(n + 2)(n + 3)' 

^ "^ 2(n+ 2)»(n + 8)(2n+ 6)' 

a.* A " 



• • • • 



2 . 3(n + 2)»(n + 3)(2n + 6)(3n + 7) 

Diese Bestimmungen führen zu zwei Integralen^ deren 
jedes mit einem willkürlichen constanten Factor behaftet ist; 
die Summe beider (886) gibt das allgemeine Integral 



y = A 1 1 ~ (n + 2)(w + 1) ■'" r 



W 



aV"+* 



a»a;»»+« 



2(n + 2)«(n + l)(2n + 8) 



1 • 2 • 3(n + 2)«(n + l)(2n + 3)(3 

+ A) ^\1 (n + 2)(n + 3) + 1 • 2(n + 2)«(n + 8)(2n + 5) 

1 • 2 . 3(n + 2)"(n + 3)(2w + 6)(3n + 7) ' j/ 



Die Reihen sind, sobald kein Nenner verschwindet, für 
alle Werte von x convergent. 
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Einige specieUe FäUe mögen besprochen werden. 

a) Die Gleichung 

y"+ xy = 

ist von der Form (a), und zwar ist a = 1, w = 1; daher 

y^^^ [^ 3^ ' 2I3".2.ö"~ 3! 3«. 2-6. S"" 1 

+ Aq ^I 1—3-7:4+ 2I3> 4. 7 ""8!3».4 • 7. 10 "^ 1 

oder 

, f ^ 2«» 2 . öa?« 2.5. 8aj» , 1 

b) Wenn n = — 2 ist, werden alle Nenner in (S) Null, 
auf die Gleichung 

ist also der Vorgang nicht anwendbar. Dieselbe ist aber von 

der in d42^ 4) behandelten Form und geht bei Anwendung 

der Transformation 

x = e^ , y = ri 
über in 

rf' — 1^'+ aij = 0; 

diese Gleichung hat, wenn r, , r, die Wurzeln von r* — r + a = 
sind, das Integral 

folglich ist 

y = qa;'"» + c^af^ 

das Integral obiger Gleichung. 

c) Für n = — 1 verliert die erste der Reihen in (d) ihre 
Bedeutung und* man findet auf dem bezeichneten Wege nur 
das particulare Integral 

y — A^X[l 1.2 ^12». 3 1.2«.3>.4^ 1 

3) Es sei die Differentialgleichung 
zu integriren. 
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Die Einsetzung des Anfangsgliedes A^s^ in die linke Seite 
der Gleichung führt zu dem Gliederpaare 

(m + l)(m — 2) J^a:^-« + wa^a^*-*; 

es muss demnach das zweite Glied der Reihe A^of^'^^, das 
darauffolgende A^x"^"^*, u. s, w. sein, sodass die Form der- 
selben durch 

(/J) A^of' + A^3if^+^ + A^af^+^ H 

gegeben ist. 

Das Verschwinden des Goefficienten der niedrigsten Potenz, 
d. i. üj^—*, erfordert 

(w+l)(m — 2) = 0, 

also entweder w = — 1 oder w = 2; femer hat in dem 
Restdtate der Substitution Ton (/J) in {a) af^"'^ den Coeffi- 
cienten (m + A + 1) (w + A — 2)Ax + (m + A — l)a^i_i, 
folglich muss 

(y) (m + k + r)(m-\-X — 2)Ax + (m + k — l)aAi^i = 

sein für A = 1, 2, 3, . . . . 

Daraus ergibt sich, wenn m = — 1 angenommen wird, 

w ^^ — S^^^-^. 

also insbesondere 

jetzt aber erscheint A^ in der unbestimmten Form — r ' "o"» 

legt man derselben den willkürlichen Wert Bq bei, dann ent- 
wickelt sich mit Hilfe von (S) weiter 

-^4 — 4 -^0 > -^ — ^fTö > -^ — 4.5.6 -'^o ? • • • • 
Demnach führt (/J) für m = — 1 auf die Lösung 

und diese ist, weil sie zwei willkürliche Constante enthält^ 
das allgemeine Integral. 

Der zweite Wert von w, m=^2^ in (y) eingesetzt, gibt 
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woraus der Reihe nach 

entspringen; mit dieser Annahme ftihrt also die Reihe {ß) zu 
dem particulären Integrale^ welches den zweiten Theil von {b) 
bildet. 



§ 9. VariationBTeohnung. 

847. Es gibt eine EAtegorie Yon Problemen aus der Geo- 
metrie, Mechanik und andern Gebieten, welche die Bestim- 
mung von Functionen einer Variabein erfordern unter Be- 
dingungen, die nicht unmittelbar in Form von DifPerential- 
gleichungen sich ausdrücken lassen, wo dies yielmehr erst 
durch die Anwendung einer besonderen Methode, der Methode 
der Va/naHon, zu erreichen ist. 

In analytischer Formulirung handelt es sich dabei um 
folgende Aufgabe. 

Es sei y eine unbekannte Function von a;; y\ y ', . . . seien 
ihre aufeinanderfolgenden Ableitungen bis zu einer gewissen Ordr 
nung; femer bedeute V eine gegebene Function der Argumente 
X, y, y', y",..., in letzter Linie also eine noch unbekannte 
Function von x. Man soU die Abhängigkeit des y von dem x 
d^art bestimmen, dass das Integral 



(1) 



V ^Jvdx 



«b 



Fig. 185. 



einen extremen Wert erla/nge; d. h, y ist als Function von x 

derart zu ermittel/n, dass der hieraus resultirende Wert von v 

grösser, respecHve Meiner ausfalle als die 

Werte, welche aus den benachbarten Be- y 

Stimmungen des y als Function von x 

hervorgehen. 

Jede Form stetiger Abhängigkeit 
des y von x, welche man annimmt, fOhrt, 
wenn man x als Abscisse und y als -^ 
Ordinate aufPasst, zu einer Gurve M^M^, 
Fig. 185, und eine zweite Gurve QqQi ergibt sich, wenn man 
die aus dieser Abhängigkeit entspringenden Werte von V als 

Oiab«r, Vorleiung«!!. II. 24 
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Fig. 186. 




Ordinaten abträgt. Mit der Änderung des functionalen Zu- 
sammenhanges zwischen x und y^ oder wie man dies zu nennen 
pflegt^ mit der Variation von y, ändern sich beide Curven. 
Die vorgelegte Aufgabe^ in geometrischem Gewände^ besteht 
nun darin^ die Gunre M^M^ so zu bestimmen, dass die Fläche 

der zugeordneten Curve ^061; ^- ^- ^oA6i6o; ^^^^^ ^^^ 1^>^ 
nachbarten die grösste^ respective die kleinste werde. 

Sind die Grenzen x^y x^ des Integrals v fest^ also unab- 
hängig von dem Zusammenhange zwischen x und y^ so be- 
wegen sich die Endpunkte Jf^, M^ 

^^^ Qq) Qi ^^^ ^^^^ erwähnten 
Curven auf festen Parallelen zur 
Ordinatenaxe. Sind insbesondere, 
wie dies häufig der Fall ist^ den 
Werten Xq^ x^ bestimmte Werte 
Vo) Vi ^^^ y zugeordnet^ so sind 
die Endpunkte M^^ M^ der ersten 
Curve fest. Allgemeiner ist die 
Annahme^ dass ein Zusammenhang 
zwischen x^y y^ einerseits und x^y y^ andererseits gegeben ist; 
dann bewegen sich die Endpunkte M^y M^ der ersten Curve 
auf vorgeschriebenen Bahnen, Fig. 186, und ändern sich die 
Grenzen x^y x^ des Integrals mit der Variation von y. 

848. Die Frage, welche zunächst zu erledigen ist, be- 
steht in Folgendem: Welche Änderung erleidet der Wert von 
Vy wenn man von einem bestimmten Zusammenhange zwischen 
y und x ausgehend zu einem unendlich benachbarten übergeht^ 
oder kurz ausgedrückt^ welches ist die einer unendlich kleinen 
Variation von y entsprechende Variation von v? 

Die Variation einer veränderlichen Grösse bezeichnet man 
nach dem Vorschlage von Lagrange durch ein ihr vorgesetztes 
d; der Unterschied gegen das Leibniz'sche d besteht also 
darin, dass dy die aus der Änderung von x hervorgehende 
Änderung von j/, hingegen 8y die Änderung bedeutet, welche 
aus der Änderung des functionalen Zusammenhangs entspringt. 
Auch unter 8y hat man sich eine sehr kleine von x ab- 
hängige Grösse zu denken. 

Dadurch, dass y in y-^-dy übergeht, verwandelt sich die 
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Curve MqM^, Kg. 186, in eine benachbarte M^M^ ^ erfährt 
weiters V eine Variation SV und wird aus der Curve QqQi 
eine ihr sehr nahe QqQi- Daraus endlich geht eine Ände- 
rung dt; von v hervor, welche in aller Strenge dargestellt 
wäre durch die Differenz 

Po'PiQiQo-PoPiQiQo, 

mit Ausserachtlassung von Grössen höherer Eleinheitsordnung 
aber ersetzt werden kann durch 

PiPi'Qi'Qi - PoPoQo'Qo + QoQxQrQo"' 

Mit demselben Grade der Näherung darf der erste Theil 
durch das Product P^ Q^ - P^ P/ = V^ • dx^ , der zweite durch 
■Po 60 • ^o-Po'^ ^0 • *^o ausgedrückt werden, wenn Vq, V^ die 
Werte von V für x = Xq, respective x=x^ bedeuten. Wenn femer 
festgesetzt wird, dass y und y4" ^Vy ^^ auch Fund F+ SV 
jeweilen zu derselben Abscisse gehören, sodass Sy durch MM\ 
das zugehörige SV durch QQ' dargestellt erscheint, so ist der 

dritte Theil nach Grösse und Vorzeichen durch J SV- dx 
bestimmt. '» 

Hiemach ist 

(2) Sv=[V' Sx]'^ +/*^- ^^• 



«o 



Mit der Variation von y erleiden aber auch dessen Diffe- 
rentialquotienten unendlich kleine Änderungen Sy\ Sy', . . . ; 
und bezeichnet man die partiellen Ableitungen von V in Bezug 
auf rc, y, j/, y\ . . . der Reihe nach mit i, F, F^, Fi, . . ., 
so ist bis auf Glieder der ersten Ordnung in den Variationen 

<JF= XSx + YSy + F,<Jy'+ F,*y"+ • • • ; 

weil wir aber festgesetzt haben, dass solche Punkte der Gurven 
M^M^ und MqM^ einander zugeordnet werden, welche zu 
demselben x gehören, so ist mit der Variation des y keine 
Variation von x verbunden *), also drc =«= 0, daher ein&cher 

(8) iJF- Yiy + Fi*j^+ r,*^'+ . . • . 



*) Ausgenommen sind die Orenzen von x^ wenn der allgemeine in 
Fig. 186 gekennzeichnete Fall vorliegt. 

24* 
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Hiermit stellt sich die Yariation von v dar darch 

(4) dt; - { Vdx]l +/(r(Jy + Y,äy+ r,*y"+ • - ')dx. 

d49. Bevor an eine weitere Umgestaltung dieses Aus- 
drackes geschritten werden kann^ müssen die Beziehungen 
zwischen den Zeichen d und S des Differentiirens und des 
Yariirens festgestellt und die Variationen der Ableitungen von 
y näher untersucht werden. 

Sind y, y^ die zu den Werten a;, x^ gehörigen Werte von 
y in MqM^j y + äy, y^ + Sy^ die Werte in M^M^, so ist 



y' lim"'-" 




da aber 






-8y 

-X ' 


80 ergibt sich 




© »/- ^ 




und daraus 




(6) di/dx^d'dy. 




Allgemein ist 





y(«) + j^«) = lim yi ±J^ y ilL 

9 1^ iB| — X 

und na«h analoger Umformung folgt daraus 

und 

(8) *y(»)-da; = d-*y<~-i). 

Wendet man diese Formeln bei Umgestaltung der ein- 
zelnen Tlieüe des Integrals in (4) rom zweiten angefimgen an, 
indem man sich dabei partieller Integration bedient, so erhält 
man nach und nach 
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Xi Xi Xi 

(9) fY.Sy'- dx "fT.d • Jy = ( r,«y)^-/r,'<Jy • dx, 
fr^y"- dx -^fr^d Sy = [ Y,dy'Y^-fY,'dy'- dx 



(10) 



X, 



=i^»*j''i:-A''**y 



Xo 



= [Y,dy-Y,'dy]l 



+fY,"dy • dx; 



'• 



in gleicher Weise er^be sich 



(11) 



fY,Sy"'- 



dx 



- (r,*y"- r,'dy+ Y,"Sy]l-fYr8ydx 



*p 



u. 8. w. Trägt man die Werte aus (9), (10), (11), ... in (4) 
ein, so kommt man zu der endgiltigen Darstellung der VaricUion 
des Integrals v, 



(12) 



8v=[VSx->r{Y^- r,' + r,": )8y 

+ (r,-r,'+...)*y+(r, )dy"+...)^ 

+/[r- r/+ r,"- r,"'+ • • -isy. dx. 



Der erste Theil der rechten Seite hängt nur von den 
Werten des y, seiner Ableitungen und deren Variationen an 
den Grenzen, der zweite Theil dagegen von dem ganzen Ver- 
laufe von y und seiner Variation ab. 

Zur Abkürzung schreiben wir 

(13) äv = H+feäy'dx, 

und die Bedeutung von H, (^ ist aus der Vergleichung der 
Formeln (12) und (13) unmittelbar zu erkennen. 
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850. um nun die nothwendige Bedingung eines Extrems 
zu finden ; kann man in ähnlicher Weise schliessen wie bei 
gewohnlichen Extremen (115, 120). Durch die Formel (13) 
ist die Variation, d. i. die Änderung von v, welche der unend- 
lich kleinen Variation dy entspricht, ihrem Hauptwerte nach, 
nämlich bis auf Glieder der ersten Ordnung in 

>•/ ^' ^y ^^ ^y 

^y^ dx ' dx* ^'" 

dargestellt*, soll jedoch ein Extrem eintreten, so muss der 
Hauptwert in den genannten Grössen von gerader Ordnung 
sein, damit eine Zeichenänderung von dy nicht auch eine 
Zeichenänderung von äv zur Folge habe. Demnach ist noth- 
wendige Bedingung eines Extrems, dass 

«1 
H +C®dy'dx = Q 



«o 



sei; wegen der Unabhängigkeit beider Glieder, da H nur die 
Grenzen, der zweite Theil aber den ganzen Verlauf von dy 
betrifft, zerföllt dies in die Bedingungen 

(14) H = 0, = 0. 

Die weitere Verfolgung derselben wird aus der Besprechung 
einiger besonderen Fälle klar werden. 

1) Es sei F=/'(a?, y, y)\ dann lauten die Gleichungen (14) 

(15) { vsx + r^dy); = 0, r- r/- 0. 

Die erste ist von selbst befriedigt, wenn Xq, y^^ x^y y^ 
feste Werte, die Endpunkte der Curve M^M^ also gegeben 
sind, weil dann Sx^^ äx^, 6yQ, 8y^ insgesammt verschwinden. 

Die ausgeführte zweite Gleichung ist eine Differential- 
gleichung zweiter Ordnung, und hat man ihr Integral 

F{x, y, Ci, (^) = 

gefunden, so wird die Lösung der Aufgabe vollendet durch 
die Ermittlung der Werte der Gonstanten, zu welchem Zwecke 
die Gleichungen 

F{x^, yo, Ci , ^) = 

zu verwenden sind. 
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Wären Xq, y^; x^, y^ nicht fest, aber an die GHeiclmngen 

(17) 9(^o;yo) = o, 9(a?i, yi) = o 

gebunden, so zerfiele die erste Bedingung (15) in die beiden 
( y),Sx, + ( Y,\dy, = 0, ( F)i dx, + ( T,\ dy^ = 0; 

dazu traten vermöge (17) 

daraus erhielte man durch Elimination yon dx^^ öy^ einerseits 
und Sx^j dy^ andererseits die beiden Gleichungen 

welche in Verbindung mit (17) zur Bestimmung von Xq^ y^^ 
^17 Vi 2u dienen hätten; der weitere Verlauf der Rechnung 
bliebe unverändert. 

2) Ist V = f(x, y, y', y") , so lauten die Bedingungs- 
gleichungen (14) 

Sind die Endpunkte der Gurve MqM^ und die Tangenten 
in denselben gegeben, so ist die erste dieser Gleichungen von 
selbst befriedigt, weil dx^, dy^, dy^] 8x^y äy^, dy^ sämmtlich 
Null sind. Aus der zweiten Gleichung aber entspringt eine 
Differentialgleichung vierter Ordnung, deren Integral 

(19) F(x, y, c,, Cg, Cj, cj = 

vier Parameter enthält; zur Bestimmung derselben ergeben 
sich vier Bedingungen, wenn man ausdrückt, dass sowohl (19) 
wie auch 

(20) 'Ä + If^'^^ 

durch die beiden Wertsysteme Xq, y^, y^'; x^, y^, y^ erfüllt 
sein müssen. 

Es mag noch bemerkt werden, dass die aus @^^0 hervor- 
gehende Differentialgleichung, deren Ordnung im allgemeinen 
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doppelt so hoch ist als die des höchsten in V yorkonimenden 
Differentialquotienten y in manchen Fällen auf eine niedrigere 
Ordnung gebracht werden kann. 

So ist in dem Falle 1), wenn F^ f(x, y) ist, 

^ dy ^' 
weshalb sich die Gleichung ® = auf 

— r/= 

reducirt, woraus unmittelbar 

folgt; dies aber ist nurmehr eine Differentialgleichung erster 
Ordnung. 

Ist V=f(ff, y), so gibt die Gleichung 

Y— r/= 

in Verbindung mit 

rfF= Ydy+ Y^dy 

die neue Gleichung 

dr= Y,'dy+ T,di/=yY,'dx-{-Y,dy'=^dii/Y,), 
woraus aber 

folgt; es bleibt also wieder nur noch eine Differentialgleichung 
erster Ordnung zur Integration übrig. 

851. Wenn die zu bestimmende Function y, durch welche 
das Integral 



(21) v=fvdx 



Xi 



o 



einen extremen Wert erlangen soU, keiner weiteren Bedingung 
unterworfen ist, so spricht man von einem absoluten Extreme 
des V, 

Soll hingegen die Function y auch noch der Forderung 
genügen, dass das mit ihrer Hilfe gebildete Integral 



X, 



(22) w =fwdx, 



X, 



o 



wobei W eine Function von x, y, y, y", . . . bedeutet, einen 
vorgeschriebenen Wert a annehme, dann bezeichnet man den 
so bestimmten Wert von v als relatives Extrem, 
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Zunächst ist klar^ dass für ein solches 
(23) dv + Xdw = 

sein müsse bei beliebigem A; denn für jedes Extrem ist dv = 0, 
und da w constant bleiben soll, so ist auch dw = 0. 
Umgekehrt, eine Bestimmung für y, welche 

v + Xw =f(r+ kW)dx 

zu einem absoluten Extreme macht und dabei w den festen 
Wert a verleiht, hat auch einen extremen Wert von v zur 
Folge. Angenommen, es handle sich um ein Maximum, und 
eine benachbarte Bestimmung y^ für y er^be 



während 



W^ = W] 



dann hätte man auch 

was der Voraussetzung , t; + Ate; sei ein absolutes Extrem^ 
widerspräche. Demnach kann keine benachbarte Bestimmung 
von y zu einem v^ führen, das grösser ist als v, folglich ist 
auch V ein Maximum. 

Zur Bestimmung des unbestimmten Multiplicators A dient 
die Bedingungsgleichung (22) (vgl. hiermit 128). 

852. Beispiele, 1) Es ist die kürzeste Linie zwischen 
zwei gegebenen Punkten der Ebene zu bestimmen. 

Sind x^/y^ und x^/y^ die gegebenen Punkte, so handelt 
es sich um das Minimum von 



=Jyv+V 



5=1 VI +y^dx, 

«0 

Nach den Schlussbemerkungen in 850 ist y aus der Diffe- 
rentialgleichung erster Ordnung Y^ = c, d. i. aus 

zu bestimmen. Die Auflosung nach y ergibt 
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und die Integration 

y = Äx + JB. 

Die verlangte Linie ist also die Gerade; zur Bestimmung ihrer 
Parameter dienen die Gleichungen 

2) Die Bahn zu bestimmen^ auf welcher ein materieller 
Punkt, der Schwere überlassen, von einem gegebenen nach 
einem andern gegebenen Punkte in kürzestmöglicher Zeit ge- 
langt. — Es ist dies die erste Aufgabe der Variationsrech- 
nung, welche zur analytischen Lösung vorgelegt worden ist^ 

und zwar durch Johann Bernoulli 
im Jahre 1696. — Die betreffende Bahn 
^ erhielt den Namen Brcu^istochrone. 

Wir nehmen als erwiesen an, dass 
die Bahn eine ebene Gurve und in der 
durch die beiden gegebenen Punkte A, Bj 
Fig. 187, bestimmten Verticalebene ge- 
legen sei. In dieser Ebene werde A als 
Ursprung und die durch ihn in Rich- 
tung der Schwere gezogene Gerade als Ordinatenaxe angenom- 
men. Zunächst lässt sich zeigen, dass der bewegliche Punkt 
in M mit derselben Geschwindigkeit v ankommt, welche er 
in P bei freiem Falle erlangt haben würde. Denn aus den 
auf M bezüglichen Bewegungsgleichungen 

da d*8 dy 

dt~'^^ dt*~^ds> 

in welchen s den Weg AM, t die zu seiner Zurücklegung 
benöthigte Zeit und g die Beschleunigung der Schwere bedeu- 
ten, folgt 




daraus weiter 



d*8 dy dt 

dt*~^dtTs' 



2^r^dt=^2gdy 



dt dt 

und durch Integration thatsäcWich 

wenn man die Anfangsgeschwindigkeit = voraussetzt. 
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Hieraus ergibt sich die zurZurücklegung des Bahnelementes 
ds nöthige Zeit 

Y^gy ^ 2gy 
und die für den Weg AMB erforderliche Zeit 



Diese soll ein Minimum werden. 
Aus V = 1/ "^ ^ ergibt sich 



r==_i.-l/L+Z! r« 



Y'^ 2y»"-»''a + y") . 

somit hat man zur Bestinunung der Bahn die Differential- 
gleichung 

1 -1 /r+7^ , 2yy"- y^'g + y'*) ^ p 

2yr y "1" 2{y(l+j/")}* 

welche sich umformen lasst in 

l+y'« + 2yy"=0 
und schliesslich in 

in welcher Gestalt sie die geometrische Eigenschaft ausdrückt^ 
dass der Krümmungsradius zur Normale in dem Constanten 
Verhältnisse — 2:1 steht. Diese Eigenschaft kommt aber 
(885, 4), y)) nur Cykloiden zu, welche durch Rollen eines 
Kreises auf der Abscissenaze entstehen. Zur Bestimmung seines 
Halbmessers hat man die Gleichungen 

^1 =" ^(** — sinu) 
yi = a(l — cosu); 

nachdem man aus der transcendenten Gleichung "" -. — = ~ 

ö u — 8m u Xi 

den zu B gehörigen Wälzungswinkel bestimmt hat, kann jede 

der beiden Gleichungen zur Berechnung von a verwendet werden. 
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3) In einer Ebene sind zwei Punkte und eine Gerade ge- 
geben; durch die Punkte ist eine Gurre zu legen, welche bei 
ihrer Drehung um die Gerade die kleinstmogliche Flache be- 
schreibt. 

Wählt man die Gerade als Abscissenaxe, so handelt es 
sich um ein Minimum von (290) 



S = 2xjyyr+~p dx. 



— V 

Hier ist 

mithin hat die yerlangte Curve die Differentialgleichung 

ynFP_ (x + i^')y" + yy" _0^ 

(1 + y'r 

oder nach einfacher Umgestaltung 

Dies drückt aber die Gleichheit zwischen Krümmungsradius 
und Normale aus, eine charakteristische Eigenschaft aller Ketten- 
linien von der Gleichungsform 

die hier geltende Kettenlinie ist durch die Forderung bestimmt, 
dass sie durch die Punkte x^/yQ^ ^i/^i zu gehen hat. 

858. Die bisher behandelten Beispiele betrafen absolute 
Extreme. In den nun folgenden Beispielen handelt es sich 
darum, unter allen Curven, welchen eine gemeinsame durch 
ein Integral darstellbare Eigenschaft zukommt, diejenige zu 
finden, für welche ein anderes bestimmtes Integral einen ex- 
tremen Wert erlangt, in allgemeiner Ausdrucksweise also um 
relative Extreme. Unter den Problemen dieser Art sind die 
isoperimetrischen Aufgäben von besonderem Interesse; sie ver- 
langen die Bestimmung von Gurven gegebener Länge, für welche 
eine andere mit ihnen zusammenhängende Grösse einen grössten, 
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beziehungsweise kleinsten Wert annimmt. Die ersten Aufgaben 
dieser Art wurden 1697 durch Jacob Bernoulli zur analyti- 
schen Lösung gestellt. 

Beispiele. 1) unter den Linien yon gegebener Lange a, 
welche zwei gegebene Punkte M^M^, Fig. 188, verbinden, die- 
jenigen zu bestimmen, für welche die Fläche F^P^M^Mq am 
grössten oder am kleinsten ist. 

Es handelt sich also um die extremen Werte yon 



8=j ydx 
unter der Bedingung, dass 



'fyi + y'*dx = a 



Fig. 188. 




K 



-X 



s = 

sei. Dies aber kommt auf die Feststellung der absoluten Ex- 
treme von 



S + is =^f(y + xYTTF^ 



dx 



zurück. 

Da nun 



F=y + A1/1+7S 



SO ist 



oder 



xr 1 TT *y TT' ^y 

yi + y« {1 + y'*f 



(1 + y'*)^ 
(1 + y'*)* 



y" 



= A 



die Differentialgleichung der gesuchten Gurve, diese selbst 
also ein Ereis. Zu seiner Bestimmung hat man die Sehne 
M^M^ und den zu ihr gehörigen Bogen a; es ergeben sich 
aber zwei Lösungen; der nach unten concaye Bogen gibt ein 
Maximum, der nach oben concav e Bogen ein Minimum der Flache. 
2) unter den Linien yon gegebener Länge a, die zwei 
gegebene Punkte yerbinden, diejenige zu bestimmen, welche 
bei der Umdrehung um eine in ihrer Ebene liegende Gerade 
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die kleinstmögliche Fläche erzeugt, oder was ebensoyiel be- 
deutet (290^ Anmerk.); deren Schwerpunkt dieser Geraden am 
nächsten liegt. 

Es soll hiemach 



8 = 23tJyyi-\-y'*dx 



ein Minimum, gleichzeitig aber 



s 



=jyi + y'*d»'^a 



sein. Dies kommt darauf hinaus, das absolute Minimum von 



/. 



zu suchen; diese Aufgabe ist im Beispiele 3) des vorigen 
Artikels gelöst worden mit dem einzigen Unterschiede^ dass 
nun y -|- A an die Stelle von y getreten ist; mithin lautet die 
Lösung 

Zur Bestimmung der drei Constanten c^, c^ und X hat man 
auch drei Bedingungen: die Gurve soll durch die beiden ge- 
gebenen Punkte gehen und der durch diese Punkte begrenzte 
Bogen die Länge a haben. 

3) Unter den Linien von gegebener Länge a, welche zwei 

gegebene Punkte Mq, M^, Fig. 189, verbinden, diejenige zu 

finden, welcher bei der Umdrehung von PqPj^M^Mq um OX 

Fig. 189. das grösstmögliche Volumen, also der tiefst- 

Oi^ 5_„ liegende Schwerpunkt von PqP^M^Mq ent- 

spricht. 

Es soll 



Y 




H 



V == xj y^dx 



ein Maximum, zugleich aber 



«0 



s=fyi +y'^dx = a 



m ^^ 
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werden. Die Frage erledigt sich durch das absolute Maxi- 
mum von 

? 

(j,^ + XVI + y'^) dx . 

«0 



/( 



Man berechnet zu diesem Zwecke aus V= y^~\- xyi +y'* 



und findet hiermit als Differentialgleichung der gesachten 
Gurre 

(1 + vr 

oder 

(i_+jo!_i_. 

Dies ist der Ausdruck einer geometrischen Eigenschaft der 
elastischen Linie, jener Linie, welche die Gestalt eines in zwei 
Punkten aufgelegten elastischen Stabes anzeigt (885^ 3). 

Ersetzt man zum Zwecke der Integration y" durch -^l/ 
und trennt die Yariabeln, so ergibt sich 

yd%f _^ 2ydy 

daraus durch Integration 

und durch abermalige Trennung der Variabein 

sodass die Curve schliesslich dargestellt ist durch die trans- 
cendente Gleichung 

^^ J y^' - ßc, - y V 

Zur Bestimmung von A, Ci, c^ sind die nötliigeti Be- 
dingungen vorhanden. 

4) Die Gestalt eines homogenen Rotationskörper^ ^^^ *^ 
gebener Masse derart zu bestimmen, dass er auf einen gegeoeue 
Punkt der Rotationsaxe die grösstmögliche Anziehung ^^® 
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Das schraffirte Element des Flachenstreifens PP'M'My 
Fig. 190, beschreibt bei der Drehung um OX einen Ring, der 
auf den Punkt eine Anziehung yon der Grösse 

Fig. 190. 2nQr\dridx x 

■ ■ ■ ■ ™ ' wm,, m — — ■ I ■ ■ 

ausübt, wenn p die Massendichte bedeutet. 
Demnach übt die von dem ganzen Streifen 
PP'M'M erzeugte Zone eine Anziehung 
Yom Betrage 

aus. 

Es handelt sich demnach um das Maximum von 

wenn gleichzeitig 

einen gegebenen Wert hat, also um das absolute Maximum von 






Aas F = 1 . — Air aber enribt sich 

sodass F = oder 

schon die endliche Gleichung der Meridiancurve ist. Aus ihrer 
Polargleichung 



-| /C08 (p 

~ V TT" 



erkennt man sogleich, dass es eine im Endlichen geschlossene 
Curve ist. 

Zur Bestimmung von A dient die gegebene Masse. 
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854. Wenn die Function V unter dem Integrale 

(1) v=Jrdx, 

dessen Extremwerte gesucht werden ^ ausser der unbekatinten 
Function y und ihren Ableitungen noch eine zweite Function 
J8 von X nebst ihren Differentialquotienten enthält^ so ist ohne 
Mühe zu erkennen^ dass in dem Ausdrucke (12), 840 , für die 
Variation dv neben die auf y, y\ y',... bezüglichen Glieder 
analog gebildete Glieder treten , welche sich auf 0^ z\ »\ . . . 
beziehen y sodass 

wird, während an die Stelle von &6y tritt 

(26) (®*^ + ^'^'' °° ^^~ ^^'+ ^»" )*^ 



Zy Z^j Z^,. . . haben analoge Bedeutung mit F, Y^, F/. .. . 
Die Bedingungen für ein absolutes Extrem lauten wieder 

(26) H = 0, ®dy+®idir = 0; 

davon ist die erste von selbst erfüllt, wenn die Grenzen x^^ x^ 
fest sind und wenn ihnen auch Torgezeichnete Werte yon 
y, i/f y"; . . . e, /; e" entsprechen. 

Zur Illustration des Falles selbst stellen wir uns die Frage 
nach der Tcürzesten Linie, welche zwei gegebene Punkte einer 
vorgelegten krummen Fläche mit einander verbindet. 

Denkt man sich für die Punkte einer der Flache 

(27) F{x, y,z) = 

aufgeschriebenen Curve y, z als Functionen von x dargestellt, 
80 handelt es sich darum, diese Functionen derart zu bestim- 
men, dass sie (27) identisch erfiülen und 






zu einem Minimum machen. 

Csnberi Vorlafongan. II. ^^ 
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Im TorUegenden FaUe ist also 

r=o, z=o, 

* "" yi + j^« + jC» °" d« ' ^~Vl + y'« + /»"" i9* 

V 7' 

^1 ~ da; ' ^1 ~ da? ' 

die Bedingung H ««= ist erfüllt, weil 8x^^ da?i, dy^^ *yi> 
^^09 ^^1 sämmtlicli Null sind, es bleiben also nur mehr die 
Bedingungen BSy -f- B^8z^=^ 0, d. i. 

und 

übrig, erstere aus der Forderung nach einem Minimum, letztere 
daraus entspringend, dass die Gurve auf der Fläche (27) zu 
liegen hat. Dieselben führen zu 

da ds 

dx dx 



dF_ dF ' 

dy ds 

und durch Erweiterung der Brüche mit t^, j-, Addition der 
Zähler und Nenner und darauffolgende Unterdrückung des 
gemeinsamen Factors -r- weiter zu 

da ds ds ds ds ds ds ds 

'WZ 'dFZ dF~\ , aF , 5 

-5— dy -5— ds -5— dy + -5— ds 

oy ^ CS dy ' es 

•- (S)'+ ©)*+ (§i) = 1 -d (27) folgt aber 

^d^ + ^d^ + ^d^-0 
da ds ^ ds ds ^ ds ds 
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hiermit und unter Zuziehung der vorangegangenen dreitheiligen 
Gleichung ergibt sich 

dx ,dx ^y j^y ^^ A^^ 
äs äs ds da da da 



und schliesslich 



dF , ~ dF . dF . 

■x — dx -X — dv -K — dg 
dx dy ^ dg 



d^x d^y d^s 

da* da* da* 



dF dF dF. 

dx dy de 

als analytische Eigenschaft der gesuchten Curve. Sie ist 
dadurch als geodätische Linie der Flache gekennzeichnet (210); 

weil j—} -g— ; -g— den Richtungscosinussen der Flachennor- 

d* iE d*v d* x 

male, ^ > j-| > ^ den Richtungscosinussen der Curvenhaupt- 
normale im Punkte x/y/z proportional sind. 



B. Partielle Differentialglelohungen. 

§ 1. Partielle Differentialgleiohungen erster Ordntmg. 

855. Eine partielle DifferenH(ügleichung erster Ordnung 
mit zwei unabhängigen Yariabeln x, y und einer abhangigen 
, in allgemeinster Form drückt eine Beziehung zwischen x, y, z 
und den Ableitungen 

dz _ ^JL — 

dx~^> dy~^ 
auS; lautet also 

(1) F(x, y, z, p, q) = 0. 

Jede Bestimmung von e als Function von x, y, welche 
mit ihren ersten Ableitungen diese Gleichung identisch^ d. h. 
für alle Wertverbindungen x/y befriedigt^ heisst ein Integral 
derselben. Die Gleichung (1) integriren heisst aJle Integrale 
derselben bestimmen. 

Fasst man x. y. z als Coordinaten eines Punktes im 
Räume auf, bo en^pricht einem functionalen Zusammeidaange 
zwischen z und x, y eine Fläche, Ist dieser Zusanunenhang 
ein solcher^ welcher die Gleichung (1) identisch erfüllt , mit 

26* 
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andern Worten, ist das so bestimmte ein Integral von (1), 
80 heisst die Fläche eine Integralfläche der Gleichung. 

Bei dieser Auffassung kommt auch den Ableitungen p, q 
von eine geometrische Bedeutung zu: sie bestimmen die 
Stellung der Tangentialebene im Punkte xjyjz an die be- 
treffende Flache^ deren Gleichung ja lautet 

(2) p(5 _ a;) _}. g(^ _ y) _ (g _ ^) = 0. 

Hiemach ist durch den Complex der fünf Grössen Xjy,£,p,q 
ein Punkt im Räume und eine durch ihn gehende Ebene be- 
stimmt; diese geometrische Verbindung werde als Flächen- 
element bezeichnet. 

Ist eine Fläche durch ihre Gleichung 

(3) g>(x, y, -er) = 

gegeben, so können die zu jeder Wertverbindung x/y (eines 
gewissen Bereichs) gehörigen Werte von 0, p, q, die beiden 
letzteren aus den Gleichungen 

(4) 11 + 1-^ = 0, a-f + |f* = o 

ermittelt werden; dadurch ist ein Punkt der Fläche (3) und 
eine durch ihn gehende Ebene, die Tangentialebene, bestimmt. 
Folglich definirt die endliche Gleichung (3) so viele Flächen- 
elemente, als die durch sie dargestellte Fläche Punkte auf- 
weist, d. h. 00* Flächenelemente (8). 

Es entsteht die Frage nach der Menge der Flächen- 
elemente, welche durch die Differentialgleichung (1) definirt 
sind. Ersetzt man in dieser Gleichung x, y, z durch bestimmte 
Zahlen a, 2», c, so bleibt eine Beziehung zwischen p und q 
allein übrig, und diese liefert fär jeden angenommenen Wert 
von p einen oder mehrere Werte von g, also c»^ Wertrerbin- 
dungen p/q*^ jede Wertverbindung führt zu einem Flächen- 
elemente durch den Punkt a/h/c. Da dies für jeden Punkt 
des Baumes (oder eines Theiles desselben) gilt, so ist die ge- 
stellte Frage dahin zu beantworten, dass die Gleichung (1) 
00^ Flächenelemente definirt. 

Durch jeden Punkt des Baumes gehen im Allgemeinen 
00^ Flächenelemente. Die Ebenen dieser Elemente werden 
entweder durch eine Eegelfläche eingehüllt, oder sie gehen 
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durch eine Gerade. Um jene Eegelfläche für den Punkt ajhjc 
zu bestimmen^ hat man die Einhüllende der Ebenen 

(5) p(|_a) + 2(,-fe)-(g-c) = 

ZU bestimmen, deren Parameter fy q durch die Gleichimg 

(6) F(a, b,e,p,q)^0 

verbunden sind. Eliminirt man zu diesem Zwecke — zwischen 

dp 

den Gleichungen 

(|_a) + (^-6)g-0 

dp * dq dp^^ ' 

SO entsteht die neue Gleichung 

W (|-«)|7-('»-«')S = 0; 

es bleibt jetzt p, q zwischen den Gleichungen (5), (6), (7) 
oder zwischen 

/Q\ I — q ^ — & t— c 

W ^F ™'~SF~~ dF , dF 

und (6) zu eliminii^n. 

Die Gleichungen (8) bestimmen für jede der Gleichung 
(6) genügende Wertyerbindung p/q eine durch den Punkt 
a/b/c laufende Gerade, und der Ort dieser Geraden ist der 
erwähnte Kegel, welcher als der dem Punkte a/b/c zugeord- 
nete Elementaricegel bezeichnet werden soll. 

Ist jedoch die Differentialgleichung (1) linear in Bezug 
auf p und q^ so gilt dies auch yon der Beziehung (6), welche 
demnach lauten wird 

(9) ap + ßq-y^O, 

wobei a, ß, y durch die Werte a, b, c bestimmte Gonstanten 
bedeuten. Dann aber ist 

dF cF „ dF , dF , . 

somit gehen die Gleichungen (8) über in 

(10) LzJ^^i^^L^ 



390 Zweiter Theil. Integral -Recbnung. 

und bestimmen eine feste durch a/i/c gehende Gerade, durch 
welche die Ebenen aller zu a/h/c gehörigen Flachenelemente 
hindurchgehen. 

Die Structu/r des Systems der Flächenelemente, welche durch 
eine IHfferenticdgleichwng erster Ordntmg definirt sindj kennzeUJi- 
net sich also in der Weise, dass die zu einem Punkte gehörigen 
Elemente einer nichtlinearen Gleichung einen Kegel ieriihren, 
während sie bei einer linearen Qleichwng ein Ebenenbüschel bilden. 

Mit den eben entwickelten Begriffen kann das Problem 
der Integration der Gleichung (1) so gedeutet werden, dass es 
sich um die Auffindung aUer Flachen handelt, deren Flächen- 
elemente sämmtlich dem durch (1) definirten Systeme ange- 
hören. 

Ist eine solche Fläche gefunden und M ein Punkt der- 
selben, so ist die Tangentialebene in diesem Punkte zugleich 
Tangentialebene an den zugeordneten Elementarkegel, eine 
Seite dieses Kegels also Tangente an die Fläche in Jlf; war 
die Differentialgleichung linear, so ist die Axe des zu M ge- 
hörigen Ebenenbüschels Tangente der Fläche. In beiden Fällen 
gehört somit zu jedem Punkte einer Integralfläche eine be- 
stimmte Richtung. Geht man von einem Punkte M der Fläche 
aus und bewegt sich auf ihr, diese Richtung beständig ver- 
folgend, so beschreibt man eine Curve, welche eine Cha/rak-- 
teristüc der Integralfläche genannt wird. 

856. Eine lineare Differentialgleidiung erster Ordnung hat 
die Form 

(1) Pp-^Qq = R', 

darin bedeuten P, Q, R (eindeutige) Functionen von a;, y, z. 
Mit der allgemeinen Form einer Differentialgleichung 
erster Ordnung verglichen ist 

daher 
dF ^ dF. ^ dF . dF T^ . ^ j, 

J^ = ^' a^ = ^' i>ä^ + «^ = J'i> + e« = ii; 

infolge dessen ist die dem Punkte x/y/e zugeordnete Gerade, 
welche Tangente an alle durch ihn gehenden Integralflächen 
ist, durch 
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i — x n — y g — g 

P ~ Q ~ B 

dargestellt; auf aUen durch diesen Punkt gehenden Integral- 
flächen existirt also eine Fortschreitungsrichtung dxidy i da, 
welche den Gleichungen 
xqv dx dy ds 

genügt. 

Dies aber sind zwei simultane gewöhnliche Differential- 
gleichungen zwischen den Variabeln x, y, 0, deren Theorie in 
880 entwickelt worden ist. Damach bestimmen sie zweifach 
unendlich viele Curven im Räume, welche durch zwei Glei- 
chungen 

(3) M = a, t? = 6 

mit den veränderlichen Parametern a, h dargestellt sind; jede 

dieser Gleichungen ist ein Integral des Systems (2). 

SoU die Gleichung 

M = a 

ein Integral von (2) sein, so muss die aus ihr hervorgehende 
Gleichung 

3— da; + X- dy + Q- d;gr = 
dx ^ dy ^ ^ dz 

eine Folge von (2) sein; daher muss u auch die Gleichung 

erfüllen. 

Da aber andererseits aus der Relation 

M = a 

f&r die Differentialquotienten von e nach x und y sich die 

Bestimmungen 

du du 

dx dy 

dz dz 

ergeben, so folgt aus (4) weiter 

dies aber ist die vorgelegte Differentialgleichung. 
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Daraus folgt: Jedes Integral u=^ a der simtdtanen Glei- 
chungen (^) ist zugleich ein Integral der Differentialgleichung 
(t), befriedigt aber ouch die homogene lineare Differential- 
gleickung (4). 

Stellt man zwischen den bisher unabhängig gedi^ohteii 
Parametern a, b der Gurve (3) eine beliebige Relation auf, etwa 

b = ip{a), 

so ist damit eine einfache Unendlichkeit dieser Gurven heraus- 
gehoben^ deren Ort eine Fläche ist mit der Gleichung 

(5) v^=q>(u). 

4-uch diese Fläche genügt der vorgelegten Differentialgleichung. 
Denn diffierentiirt man (5) partiell nach x, y und z^ so ent* 
stehen die Gleichungen 

2 w(u) -^- = 0; 

de ^^ '^ de ' 

durch Mdltipliation derselben mit P, Q, R und darauffolgende 
Addition erhält man 

diese Gleichung ist aber unabhängig yon der Natur der Function 
9 erfCUlt, weil sowohl 

dx ^ ^ dy ^ de ^ 

wie auch 

dx ' ^dy ' de 

identisch besteht. Demnach ist, was auch 9 für eine Function 
sein mag, 

p d(v — y(tt)) , ^ d{v — (pm) , ^ djv — cpju)) _ ^ 
dx "^ ^ dy "^ de ' 

folglich auch v — ^(w) = oder 

V == fp(u) 

ein Integral von (1). Man bezeichnet es als das allgemeine 
Integral dieser Gleichung, weil es in allgemeinster Weise den 
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Ort einer einfachen Unendlichkeit von Curven aas dem Systeme 
(3) darsteUt. 

Hiemach ergibt sich für die Behandlung einer linearen 
Differentialgleichung 

das folgende zuerst Ton Lagrange angegebene Verfahren: 
Man bilde die simultanen Gleichungen 

dx dy dz 

suche zwei verschiedene Integrale derselben, 

w = a, t; = 6, 

und yerbinde diese mittels einer willkürlichen Function (p zu 
dem allgemeinen Integrale 

V «s (p{u). 

Die simultanen Gleichungen (2) werden die Hüfsgleichungmi 
von Lagrange genannt. 

Es lässt sich aber auch umgekehrt zeigen, dass eine end- 
liche Gleichung von der Form (5) zu einer linearen Differen- 
tialgleichung führt. Differentiirt man (5) in Bezug auf x und y, 
so ergeben sich die Gleichungen 

dv , dv ,/ X (du . du \ 



dv . dv // N /d 



du . du \ 



cy ' de ^ TT V / \^y n^ g^ 

eliminirt man aus diesen das willkürliche q>\u)f so kommt 
die Gleichung 



du , du 

dx"^ dz^> 

du . du 
dy "f" dz *^ 



dv . dv 



dx 

dv 



dz 



, dv 
dy * cz ^ 







und durch Entwicklung 



du du 




du 


du 




du du 


dy dz 

dv dv 


p + 


dz 

dv 


dx 

dv 


2 = 


dx dy 

dv dv 


dy dz 




dz 


dx 




dx dy 



zu Stande; dies aber ist thatsachlich eine Differentialgleichung 
von der Form (1). 
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Das allgemeine Integral einer linearen IHfferenUdlgleichung 
enthalt sonach eine mllkürliche Function, tmd jede endliche Gleir- 
chung mit einer willkürlichen Function fuhrt durch EliminaHon 
der letzteren zu einer linearen Differentialgleichung, 

Eine Gleichung von der Form (5) reprasentirt eine Flächen- 
Jcategorie, d. h. Flächen eines gemeinsamen Bildnngsgesetzes, 
das durch die Structur der Functionen u, v bedingt ist. 

857. Beispiele. 1) Die Differentialgleichung mit constanten 

Goefficienten 

ap + ßq = y 

bestimmt in jedem Punkte des Baumes dieselbe Fortschrei- 

tungsrichtung 

dx dy dB 

a ß y ' 

das ihr zugeordnete System von Gurren besteht daher in der 
Gesammtheit aller Geraden der Richtung a: ß: y, deren analy- 
tische Darstellung 

yy — ßz =^ a, yx — az =^h 
ist. Das allgemeine Integral 

yx — az = q>{yy — ßz) , 

wofQr auch ^(ya; — <xZj yy — ßz) = geschrieben werden 
kann^ stellt, als stetige Folge einer einfach unendlichen Schar 
solcher Geraden, eine der Richtung a: ß : y parallele Cylinder^ 
fläche vor, deren sonstige Gestaltung von der Natur der Func- 
tion 9 abhängt. Die Mantellinien sind die Gharakteristiken. 

Auch jede Ebene, welche die Richtung a:ß:y enthält^ 
ist eine Integralfläche. 

2) Die Differentialgleichung 

(x — Xo)p + (y — yo)q = e — ZQ 

bestimmt im Punkte x/y/z die Richtung 

dx dy dz 



x — x^ y — y^ z — z, 







welche also zusanunenfällt mit derjenigen, die diesen Punkt 
mit dem festen Punkte x^/y^/z^ verbindet. Die durch die 
simultanen Gleichungen definirten Gurven bestehen sonach in 
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dem Oeradenbündel durch den Punkt ^o/Vo/^o; ^^^ ^^^^ ^^^~ 
lytische Darstellung lautet 



Das allgemeine Integral 

^ Vc — Äo y — yJ ' 

da es einer stetigen Folge von unendlich vielen solchen Geraden 
entspricht, repnLsentirt alle Kegelflächen mit dem Scheitel 
^o/yo/^o*7 d^® Form derselben hängt von der Wahl der Func- 
tion ^ ab. Wiederum sind die Mantellinien zugleich die 
Charakteristiken. 

Auch jede durch ^o/^o/^o gelegte Ebene ist demnach eine 
Integralfläche. 

3) Die Differentialgleichung 

xp + yq = 

f&hrt auf die Hilfsgleichungen 

dx dy dB 

X y Ö" 

Ein Integral derselben ergibt sich aus dis^^O und lautet 

e = a, 

.. dx dy .. !• r 

ein zweites aus — = — ^ , namlich 

X y ^ 

^ = b; 

X ' 

die erste dieser Gleichungen stellt alle zur g-Axe normalen 
Ebenen, die zweite alle durch die jer-Axe geirrten Ebenen dar, 
beide zusammen ergeben die Gesammtheit der zur jer-Axe nor- 
malen Geraden. 

Das allgemeine Integral 

-Ai) 

ist sonach die allgemeine Gleichung der geraden Conoide, für 
welche die ;?-Axe Leitgerade ist (205, 2)). Als Charakte- 
ristiken treten die geradlinigen Erzeugenden auf. 

4) Zu der Differentialgleichung 

(ßjs — yy)p + {yx — tte)q ^ ay — ßx 
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gehören die Hilfsgleichungen 

dx dy dz 



pg — yy yx — az ay — ßx 

Die Integration derselben ist in 881^ 1) ausgeführt worden und 
ergab die beiden von einander yerschiedenen Integrale 

aa; -f- /3y + y^ =■ ® 

^* + y' + ^" = &, 

welche zusammen die Gesammtheit der um die Gerade 

fL JL I^ 

« "° P "* y 

als Axe gelegten Kreise repräsentiren. Das allgemeine Integral 

«^ + /Jy + y^ = 9(^* + y* + O 

ist demnach die allgemeine Gleichung aller BotatiansfläAeHy 
welche die genannte Gerade zur Axe haben. Als Charakte- 
ristiken figuriren die Parallelkreise. 
5) Die Differentialgleichung 

xzp + ysiq = xy 

ergibt die Hilfsgleichungen 



dx dy 

xz yz a;y ' 

die erste derselben hat das Integral 

^ = a', 

X ' 

um ein zweites Integral zu finden , erweitere man die drei 
Brüche der Reihe nach mit yy x, — 2e und bilde hierauf die 
Summen der Zähler und Nenner, man erkennt so^ dass 

ydx + xdy — 2zdz = 

sein müsse, und diese exacte Gleichung gibt das Integral 

xy — z^ =^i. 

Demnach ist die allgemeine Lösung der vorgelegten 
Gleichung 

e* ^ xy + <p (■^) • 

858. Wir setzen nunmehr von der Differentialgleichung 

(1) Fix, y, z, t>, j) = 
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ausdi-ücklich voraus, sie sei nicht linear in Bezug auf p und q, 
und fragen nach den Integralen, welche sie besitzen kann. 

Die Gleichung definirt, wie in 855 ausgeführt worden ist, 
oo* Flächenelemente. Eine einzelne Fläche umfasst oo^ Flächen- 
elemente, somit kann ein zweifach unendliches System von 
Flächen alle oo* Elemente der Gleichung (1) in sich ver- 
einigen. Ist ein solches Flächensystem gefunden, so wird es 
sowie auch seine Gleichung 

(2) 0(x,y,0, a, 6) = 0, 

welche zwei unabhängige willkürliche Parameter enthalten 
muss, eine vollständige Lösung der Gleichung (1) genannt. 

Die Probe dafOr, ob (2) eine solche Lösung ist, wird in 
Folgendem bestehen: Differentiirt man (2) nach x und nach y 
und eliminirt mit Hilfe der so erhaltenen Gleichungen 

{ ()y ' dz ^ 

die Parameter a, b aus (2), so muss die Gleichung (1) zum 
Vorschein kommen. 

Der Gang dieser Probe zeigt zugleich, dass zu jedem zwei- 
fach unendlichen Flächensysteme eine Differentialgleichung erster 
Ordnung gehört. 

Es entsteht nun die Frage, ob eine vollständige Lösung, 
wenn sie einmal gefunden, aUe möglichen Lösungen der Diffe- 
rentialgleichung herzustellen gestattet. 

1) Mit der Annahme einer Beziehung 

(4) <p(a, &) = 

zwischen den Parametern a, b ist aus dem zweifach unend- 
lichen Flächensysteme ein einfach unendliches herausgehoben. 
Besitzt letzteres eine Einhüllende, so stellt diese ebenfalls eine 
Lösung dar; demi (184) jedes ihrer Flächenelemente ist zu- 
gleich Flächenelement irgend einer Fläche aus (2), genügt also 
der Gleichung (1). Nun wird die Gleichung der Einhüllenden 
gefunden, wenn man zuerst zwischen den Gleichungen 



398 Zweiter Theil. Integral -Rechnung. 

da "' dh da 

dtp y^ d(p dh ^ 

da "^ db da 

den Differentialquotienten j-, dann zwischen dem Resultate 

und den beiden Gleichungen (2) und (4) die Parameter elimi- 
nirt; im Ganzen kommt es also auf die Elimination von a, b 
aus den drei Gleichungen 

(5) * = 0, 9 = 0, ^^- — ^==0 

an. Eine so erhaltene Lösung^ dadurch gekennzeichnet, dass 
sie Yon einer willkürlich festzusetzenden Function 9 abhängt, 
wird als allgemeine Lösung bezeichnet. 

HerYorzuheben ist, dass die Einhüllende mit jeder ein- 
gehüllten Fläche unendlich viele Elemente gemein hat, deren 
Punkte eine Curve — die Charakteristik — erfüllen. 

2) Die Einhüllende des zweifach unendlichen Systems (2), 
falls eine solche existirt, stellt auch eine Lösung von (1) dar; 
denn jedes Flächenelement dieser Einhüllenden ist gleichzeitig 
Flächenelement irgend einer Fläche aus dem Systeme (2), be- 
friedigt also die Gleichung (1). Man erhält aber die Gleichung 
der Einhüllenden durch Elimination von a, h zwischen den 
drei Gleichungen 

(6) «_0, ll-O. If-O; 

eine so gefundene Lösung wird als singulare Losung der Glei- 
chung (1) bezeichnet. 

Analytisch ist eine solche dadurch gekennzeichnet, dass 
sie weder von einem veriinderlichen Parameter, noch von einer 
willkürlich festzusetzenden Function abhängt. 

Zu beachten ist der Umstand, dass die singulare Lösung 
mit jeder Fläche des Systems (2) nur einen oder mehrere ver- 
einzelte Punkte gemein hat (190). 

Hiermit sind aber alle Litegralflächen erschöpft, welche 
die Gleichung (1) haben kann. 

Um dies zu erkennen, sei z = f{x^ y) irgend eine Lösung; 
die zweifach unendlich vielen Flächenelemente derselben können 
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unter die Flachenelemente der Flächen des Systems (2) nur 
auf drei verschiedene Arten vertheilt sein. 

1] Sie kommen düe auf einer Fläche des Systems (2) vor^ 
dann ist diese identisch mit e = fix, y) und man hat es mit 
einer parttculären Losung aus (2) selbst zu thun. 

2] Sie yertheilen sich auf einfach unendliche viele Flächen 
aus dem Systeme (2) derart^ dass auf jeder einfach unendlich 
viele vorkommen; dann ist = f(x^ y) Einhüllende dieser ein- 
fach unendlichen Flächenschar, also ein besonderer Fall der 
allgemeinen Lösung. 

3] Sie vertheilen sich auf aUe F^hen des Systems (2)^ 
derart^ dass auf jeder nur ein oder eine beschrankte Anzahl 
von Flächenelementen vorkommt; dann aber ist j? ^ fix, y) 
die Einhüllende des Systems (2)^ also die singulare Lösung 
der Gleichung (1). 

Eine andere, bezüglich der Integrale von F{Xy y, z,Pf g) = 
zu erledigende Frage geht dahin, ob eine solche Gleichung nur 
eine vollständige Lösung besitzt, mit andern Worten, ob sich 
die oo^ Flächenelemente jener Gleichung nur auf eine Art in 
eine zweifach unendliche Flächenschar zusammenfassen lassen. 

Die Antwort ergibt sich in folgender Weise. Angenommen, 
es sei eine vollständige Lösung gefunden, 

0{x, y, 0y a, h) = 0; 

um einen besonderen Fall der allgemeinen Lösung daraus ab- 
zuleiten, setze man 

unter <p eine bestimmte Function und unter a\ V willkürliche 
Parameter verstanden; es bleibt dann zwischen 

*(a:, y, 0, a, q>{a, a\ V)) = und ^ = 

a zu eliminiren. Das Resultat dieser Elimination wird aber 
eine Gleichung 

Vix, y, z, a', V) = 

sein, welche wieder zwei willkürliche Parameter enthält und 
daher auch eine vollständige Lösung darstellt. Da die Wahl 
von q> auf unendlich viele Arten getroffen werden kann, so 
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erkennt man, dass die vorgelegte Differentialgleichang un- 
begrenzt vieler vollständiger Lösungen fähig ist. 

Die Betrachtung lässt aber auch erkennen, dass ein wesent- 
licher Unterschied zwischen vollständigen und allgemeinen Lo- 
sungen nicht besteht; nur die singulare Lösung spielt eine 
besondere Rolle; sie ist Einhüllende sowohl der vollständigen 
wie der allgemeinen Lösungen. 

In zusammenfassender Wiederholung der Ergebnisse kann 
der folgende Satz ausgesprochen werden: Ist von einer Diffe- 
rentialgleichung 

ein vollständiges Integral 

gefunden j so ist damit der Zugang zu allen Integralen gewonnen. 
Verbindet man a mit l durch eine Bdation 

^ifly 6) = 0, 

so ergibt die Elimination von a, b zwischen 

^ ^; 9 ^; aa dh dh da ^ 

einen FaU des allgemeinen Integrals. Und diminirt man, wenn 
es möglich ist, a, b zwischen 

^ ca 'ob ' 

SO erhalt man die singulare Lösung, 

859. Beispiel, Zur Erläuterung des Vorgeführten möge 
ein Fall, der geometrisch leicht zu durchblicken ist, eingehend 
besprochen werden. Es wird dabei von der vollständigen 
Lösung ausgegangen. 

Die endliche Gleichung 
(a) (a;_a)« + (y-6)* + «* = r», 

in welcher r constant ist, repräsentirt die zweifach unendliche 
Schar von Kugeln des Halbmessers r, deren Oentra in der 
a;y-Ebene liegen. 

Um die zugehörige Differentialgleichung zu erlangen, büde 
man durch Differentiation nach x, y die Gleichungen 

X — a + jsrp = 

y — b+eg — 
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und eliminire mit Hilfe derselben a und }>\ es ergibt sich auf 
diese Weise 

W ir»(p» + 3« + 1) = r 

als die verlangte Differentialgleichung, von welcher die vor- 
gelegte endliche Gleichung eine vollständige Lösung ist. 

Zwischen den Parametern a, h eine Relation aufstellen 
heisst diejem'gen Kugeln herausheben, deren Gentra auf der 
durch die Gleichung ^(a, &) =» dargestellten Ourve liegen; 
die Einhüllende dieser Kugeln, eine Ganalfläche (185, 3)), ist 
bei jeder Wahl von q> ein besonderer Fall des allgemeinen 
Integrals. Setzt man beispielsweise & »« a, diffierentürt 

{x — ay + {y — af + 0^ = r^ 

partiell nach a, wodurch 

X — a + y — a»=0 

erhalten wird, und eliminirt a, so entsteht 

(y) {x — yy + 2z' - 2r* 

als Gleichung eines geraden Kreiscylinders vom Halbmesser r, 
dessen Axe den Winkel XOY halbirt. 

um die singulare Lösung zu erhalten, hat man zwischen 

(x — ay + {y — by + z' ^ r', a? — a = 0, y — 6 — 

a und b zu eliminiren; man gelangt so zu 

(d) z' = r\ 

Diese Gleichung stellt ein Paar zur :ry- Ebene paralleler Ebenen 
in den Abständen — r, r dar. Dieses Ebenenpaar hüllt nicht 
blos alle Kugeln, sondern auch alle Ganalflächen ein. 
Setzt man femer in der voUstandigen Lösung 

h = a'a + V 
und eliminirt zwischen 

{x — ay + (y — a'a — V) + z' ^ r\ 
X — a + öt'(y — ö^'öt — 6) = 
den Parameter a, so kommt man zu 
{b) (y-ax- bj + (1 + a'^{z' — r') = 

und dies ist eine andere vollständige Lösung. Die geometrische 
Bedeutung dieses Vorganges ist leicht zu erkennen. Die Glei- 
chung 2) SS a'a -j- V ist die Gleichung aller Geraden in der 

Tsabor, Vorletungen. II. 26 
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xy-lSbeney folglich die zuletzt gefundene Oleichung der ana- 
lytische Ausdruck für alle geraden Ereiscylinder, deren Axen 
in der a;y- Ebene liegen. Diese Gylinder umfassen aUe Flächen- 
elemente des zweifach unendlichen Eugelsystems, ordnen sie 
aber anders an. 

Durch einen zwischen den Ebenen ^ = — r und s = r 
angenommenen Punkt M gehen unendlich viele Kugehi aua 
dem Systeme {a), aber auch unendlich viele Gylinder aus dem 
Systeme (£); die Tangentialebenen an alle diese Flachen in M 
werden durch einen Eegel eingehüllt , und zwar durch einen 
Sjreiskegel mit zur try-Ebene senkrechter Axe; es ist dies der 
diesem Punkte entsprechende Elementarkegel. Fällt der Punkt 
in die o^y-Ebene, so degenerirt der Kegel in eine zur a;y-Ebene 
senkrechte Gerade, fällt M in eine der Ebenen 0^ = r*, so 
degenerirt der Eegel in diese Ebene selbst; zu Punkten ausser- 
halb der genannten Ebenen gehört kein reeller Elementar- 
kegely wie auch keine reellen Integralflächen durch sie hindurch- 
gehen. 

8dO. Bevor wir an die Entwicklung einer allgemeinen 
Methode zur Integration nichtlinearer Differentialgleichungen 
erster Ordnung gehen, sollen einige besondere Formen behan- 
delt werden, wo das geometrische Raisonnement allein zum 
Ziele führt. Auch von dem Gedanken kann man Gebrauch 
machen, welcher der allgemeinen Methode zu Grunde liegt 
und darin besteht, dass man eine Relation zwischen p, q und 
einer willkürlichen Gonstanten a aufzustellen sucht, die mit 
der vorgelegten Differentialgleichung zusammen zu solchen 
Bestimmungen für p, g führt, welche die Gleichung 

de «sspdx -^ qdy 

zu einer exacten machen; bei der Integration dieser Gleichung 
tritt eine zweite Gonstante b hinzu, sodass das Resultat eine 
vollständige Lösung der ursprünglichen Gleichung darstellt. 
I) Wir beginnen mit der Differentialgleichung 

(1) F(^, q) = 0, 

welche keine der drei Variabeln x, y, explicit enthält 

Sind p SB a, q^^b zwei der Gleichung (1) genügende 
Werte, so ist jede Ebene 
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(2) ==^ ax -^ by -{' c 

eine Integralfläche der Gleichung, denn au» (2) folgt p — Oy 
q=^b] folglich genügt jedes Flachenelement dieser Ebeine mit 
seinen fünf Goordinaten x/y/z/p/q der Gleichung (1). 
Durch (2) und 

(3) F{a, 6) = 

ist aber ein zweifach unendliches Ebenensystem bestimmt und 
dieses büdet eine ToUstandige Lösung der Gleichung. 

Jeder Fall der allgemeinen Lösung, als Einhüllende einer 
einfach unendlichen Ebenenschar, ist eine developpable Flache. 
In diesem Sinne kann daher (1) als DiffererUialgleichimg aUer 
developpabeln Flächen angesehen werden, so lange F unbe- 
stimmt gelassen ist. 

Betrachtet man in (2) a und c als die unabhängigen 
Parameter (b ist yermöge (3) Function von a), so erforderte 
die Auffindung einer singulären Lösung das Nullsetzen der 
partiellen Ableitungen von e — ax — by — c in Bezug auf a 
und C] dies aber führt zu den Gleichungen — a:a«0, — 1 «=0, 
deren zweite absurd ist; eine singulare Lösung besitzt also die 
Gleichung (1) nicht. 

Es liege beispielsweise die Gleichung 

|)« -j- gr« = m^ 
vor. Eine vollsiändige Lösung derselben ergibt sich aus 

:= ax -^ by -\- c 
und 

a« + 6« — m^; 

dieselbe lautet 

;ef «BS aa: + "j/m* — a* • y + c 
und charakterisirt alle Ebenen, welche mit der xy-'Eheue 

einen Winkel vom Cosinus -; oder der Tangens m bilden. 

Jede Annahme über a und c führt zu einem Falle der 
allgemeinen Lösung , also auch die Annahme c<-bO; um da» 
zugehörige Integral za finden, hat man zwischen 

;ef = aa: + Ym^ — a^y 

26* 
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a zu eliminiren. Multiplicirt man zu diesem Ende die zweite 

Oleichung mit Yni?^^^^^ und bildet dann die Summe der 
Quadrate beider^ so ergibt sich 

dies aber ist die Oleicbung eines Ereiskegels mit als Scheitel 
und der jer-Axe als Axe; die Mantellinien wie auch die Tan- 
gentialebenen dieses Kegels sind zur rry-Ebene unter einem 
Winkel geneigt^ dessen Tangens gleich m ist. 

2) Von einem gemeinsamen Gesichtspunkte aus lassen 
sich Differentialgleichungen der drei Formen 

(1) F{x, i>, 2) = 

(2) F(jf, i>, 2) = 

(3) F{j,,p,q)^Q 
losen. 

Einer Ebene mit der Gleichung 

(4) pi + qn-l^C 

bei gegebenem p, ^ ist yermöge der Gleichung (1) ein be- 
timmtes x zugeordnet; folglich befinden sich in dieser Ebene 
unendlich viele Flachenelemente, deren Punkte in einer zur yz- 
Ebene parallelen Geraden liegen. Daratis schliesst man^ dass sich 
unter den Integralflächen der Gleichung (1) auch Gylinder be- 
finden, welche zu der genannten Coordinatenebene parallel sind. 

Desgleichen gehören zu den Integralflächen der Gleichungen 
(2) und (3) auch Cylinderflächen, welche der ex-, respective 
a;y-Ebene parallel sind. 

Die allgemeinen Gleichungen einer Richtung sind 

l = :5- = i- 

a § y 

und die Bedingung dafür, dass die Ebene (4) dieser Richtung 
parallel sei, drückt sich durch die Beziehung 

(5) ap + ßq — Y = 
aus. 

Ist die Richtung der y^er-Ebene parallel, so ist a «» 0, daher 

(1*) ßq — y = 0, woraus gsasa; 

ist sie der jera;-Ebene parallel, so ist ß=^0, daher 
(2*) ap — y = 0, woraus |) 8= a ; 
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ist sie endlich der xy-^hene parallel^ so ist 7; «= 0, daher 

(3*) «p + /Jg = 0, woraus q «= ap. 

Die Beziehungen (1*), (2*), (3*) führen zur Integration 
der Gleichungen (1)^ (2)^ (3) beziehungsweise. 

Gleichung (1) gibt für 2 «= a • • • |> = f(x, a) ; hiermit wird 

d0 = f(x, a)dx + «^y 
und daraus ergibt sich das vollständige Integral 

(I) ^ "^Jf(^> ^)^^ + »y + *• 

Gleichung (2) liefert für |> = a • • • g = f(y, a); hiermit wird 

d0 = adx + f(ify a)dy 
und daraus folgt das vollständige Integral 

(H) ^ - a^ + & +fny^ «)^y- 

Gleichung (3) gibt^ wenn darin g = ap gesetzt wird, 
psssf(js^ a); demnach lautet nun die Gleichung dsf ^^pdx + qdy 
wie folgt: 

dxf «= f(js, a) Idfa; + adyj 

und gibt nach Trennung der Yariabeln das vollständige Integral 

(HI) ^ + ay + b^fj^y 

Eine singulare Lösung gibt es in den vorliegenden Fallen 
nicht^ weil die Differentiation nach einem der Parameter^ nach 
bj zu einer absurden Gleichung führen würde. 

Zur Illustration mögen die folgenden besondem Fälle dienen. 

Die Gleichung 

p — 2qx 

gibt auf Grund von (I) die vollständige Lösung 

gz^ ax^ ^ ay -{-b, 

eine zweifach unendliche Schar parabolischer Cylinder. 

Die Gleichung 

q = 2yp« 

liefert die vollständige Lösung 

jg s^ ax -{- a^y^ + 6 , 

gleichfalls in einer zweifach unendlichen Schar parabolischer 
Cylinder bestehend. 
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Die Qleiehung 

9(|)»« + g«) = 4 

hat die Yollständige Lösung 

(g -f- a»)« ^(x-\-ay + h)*, 

welche eine zweifach unendliche Schar von Ojlinderflächen. 
dritter Ordnung darstellt. 

3) Ein bemerkenswertes Verhalten zeigt die Oleichung 

(1) ^— i>^ + «y + /"(p, «), 

welche der nach Clairaut benannten gewohnlichen Differen- 
tialgleichung (821) nachgebildet ist und gewöhnlich als veraU- 
gemeinerte Clairaut* sehe Gleichtmg bezeichnet wird. 

Ertheilt man darin p und q willkürliche Werte a und b, 
so stellt sie eine Ebene dar^ und jeder Punkt dieser Ebene in 
Verbindung mit ihr selbst bildet ein Flächenelement, das der 
Gleichung (1) genügt, mithin ist diese Ebene 

(2) e = ax + by + f(a, b) 

eine Integralfläche. Denkt man sich jetzt unter a, b verän- 
derliche Parameter, so stellt (2) ein vollständiges Integral der 
Gleichung (1) dar. 

Man kann sich von dieser Thatsache auch dadurch über- 
zeugen, dass man (2) nach x, dann nach y differentiirt und 
hierauf a und b eliminirt; die Differentiation gibt 

p^a, q^b 

und die Elimination von a, b aus (2) führt thatsäohlich zu (1). 
Fügt man zu (2) noch eine Gleichung 

9(a, &) =. 

zwischen den beiden Parametern hinzu, so wird damit aus (2) 
ein einfach unendliches System von Ebenen ausgelöst, dessen 
Einhüllende eine developpable Fläche ist; in der allgemeinen 
Lösung der Clairaut'schen Gleichung sind also lauter deve- 
loppable Flächen enthalten. 

Die etwa vorhandene singulare Lösung erhält man durch 
Elimination von a, b zwischen den Gleichungen 

z = ax + by-i-fia,l), = « + |^, = y + |J. 
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Die Terallgemeinerte Olairant'sclie Gleichung ist der 
analytische Ausdruck fttr ein Problem^ das eine Flache zu be- 
stimmen verlangt aus einer Eigenschaft ihrer Tangentialebene^ 
die von der Lage des Berührungspunktes in der Ebene unab- 
hängig und daher von allen ihren Punkten gleichmassig 
erfüllt ist. Bringt man nämUch die Gleichung der Tangential- 
ebene im Punkte x/y/z der unbekannten Flache 

l — g=^p(Jj^ — x) + q{ri — y) 

auf die Form 

(3) ^^pl^qri + e — px — qy, 

so bestimmt der Ausdruck z — px — qy den Abschnitt der 

Ebene auf der ;er-Axe; hiemach hängt dieser Abschnitt im 

Allgemeinen von x^ y, p und q ab; soll er Ton der Lage 

des Berührungspunktes in der Ebene unabhängig sein, so 

muss er sich auf eine Function f(jf>, q) von p und q allein 

reduciren, sodass 

0—px — qy = f(pyq) 

wird. Dies aber ist die Glairaut'sche Gleichung , nur mit 

venuiderter Anordnung ihrer Glieder. 

Wird nach der Fläche gefragt, deren Tangentialebenen 

vom Ursprünge um eine gegebene Strecke r entfernt sind, so 

führt dies auf eine Glairaut'sche Gleichung, weil von der 

Lage des Berührungspunktes in dem Probleme nicht gesprochen 

wird. In der That, die Ebene (3) hat vom Ursprünge den 

Abstand 

z — px — qy 

folglich ist 



oder 


Ypt + g. + 1 


(4) 


e=px + qy-\- tYp* + 2» + 1 



die Differentialgleichung der gesuchten Fläche. 

Diese selbst ist die mit dem Halbmesser r um den Ur- 
sprung beschriebene Eugel und bildet die singtUäre Lösung 
von (4), während die zweifach unendliche Gesammtheit ihrer 
Tangentialebenen 

I? = aa? + 6y -j- ryd^ -j- &* -f- 1 
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eine vollständige Lösung aosmaclit. Jede andere — allgemeine 
— Lösung besteht in einer der Eugel umschriebenen Deye- 
loppabeln (209). 

Es liege zur Lösung die Glairaut'sche Gleichung 

vor. Aus ihrer Tollstandigen Lösung 

= aa; + fty + 3 yjcab 

ergibt sich durch Elimination von a, b mit Zuhilfenahme der 
Gleichungen 

= ;r + 



yjc^an^ 






yk*an* 

die singulare Lösung 

xyz = Je. 

Jede Relation^ die man zwischen a, b aufstellt, führt zu einem 

besondem Falle der allgemeinen Lösung; so hat man, um die 

der Annahme 

ab = k^ 

entsprechende Lösung zu finden, zwischen den Gleichungen 

g =^ ax -{ y + SÄ 

= a; f y 

a zu eliminiren und erhält als Resultat 

(z — Uy — U^xy, 

die Gleichung eines Kegels zweiter Ordnung mit der Spitze 
O/O/U (857, 2)). 

4) Lässt eine Differentialgleichung sich in die Form 

(1) 9(p^,P) = t(y,q) 

bringen, dann gelangt man zu einer vollständigen Lösung da- 
durch, dass man die beiden Theile von (1) einer willkürlichen 
Gonstanten a gleichsetzt und bezüglich p und q auflöst; man 
findet so 

i> = 9i(^, a), q = ti(y,a) 
und hiermit wird 



] 
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de = ip^(x, a)dx + ^^(y, a)dy 
zu einer exacten Gleichung, deren Integral 

(2) z —/fPi (^ , «) äx +fti (», a)dy + b 

ist. 

Ein Beispiel hierzu bietet die Gleichung 

p^ + q^ — x + y; 
als Tollstandige Lösung ergibt sich laut (2) 

= / Yx + adx + / Yy^— ady + 6, 
d. i. 

= ^ix+ af+Y(3/—(^f+^' 
B61. Die allgemeine Ton Lagrange und Gharpit her- 
rührende Methode der Integration einer nichtlinearen Gleichung 

(1) F(x, y, 9, 1», 2) - 

geht darauf aus^ eine zweite Gleichung zwischen x, y^ 0, p, q 
und einer willkürlichen Gonstanten a: 

(2) f{oc, y, z, Pyq)^a 

zu finden derart^ dass die aus (1) und (2) resultirenden Be- 
stimmungen für p^ q (im Allgemeinen Functionen von Xy y, z, a) 

(3) dz = pdx + qdy 

zu einer exacten Gleichung (810) machen. Die hiefÜr noth- 
wendige Bedingung besteht darin, dass p vollständig nach y 
differentiirt dasselbe Resultat ergibt, wie die vollständige Difi^e- 
rentiation von q nach x^ d. h. dass 

^p.^p^ dq , dg cz 

cy * ds dy ^x ' cz dx 

(^ z ^ z 

oder, wenn man für 0— , w- wieder die Zeichen p^ q ge- 
braucht, dass 

(*) 'i + '^o-H + Uf- 

Um diese Bedingungen auszuführen, differentiire man (1), 
(2) unter dem Gesichtspunkte, dass p, q Functionen von 
Xj y, z sind, nach x, und man erhält 
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dF , df dp . ^^ ^g ^ A 

dx ' dp dx"^ dq dx 

dx * dp dx* dq dx'^^ ' 

daraus resnltirt^ wenn man sich zur Bezeichnung der Functional- 
determinanten der in 275 erwähnten Donk in 'sehen Schreibweise 
bedient, 

rfs^i g(^i/0 . ^(F. f) H_cs 

^^ dix, p) ■♦' d{q, p) dx — ^• 

Die Differentiation von (1), (2) nach y gibt 

dF . dF dp . dF dg ^ q 
dy "^ dp dy * dq dy 

dy * dp ^ "^ dq dy "^ 
und daraus resultirt 

Die Differentiation von (1), (2) nach e endlich liefert 

dF . dF dp , ^^ ^g ^ A 
^if "^ dp dz ~^ dq de 

df . df dp , a/* ag ^_Q 

und daraus folgert man 

n\ a(F, f) d(F, f) dp _r. 

^^ d{z, q) "^ d{p,q) dB "'"' 

/oN g(F, n a(F, n ag ^ 

^^ a(;., !>) "^^ a(g, p) a^ ^• 

Die Einsetzung der aus (5), (6), (7), (8) gezogenen Werte 

^'* äl' äy ' äf' äf ^^ ^^® Bedingungsgleichung (4) gibt zu- 
nächst folgendes Resultat: 

d(F,f) , d{F,f) djF.f) . ^(F^f)^^o 
d{x, p) "f d'iy, g) "^ a(^, P) ^ "^ d{z, q) « ''• 

Entwickelt man die Functionaldeterminanten, ordnet nach 
den Ableitungen der unbekannten Function f und bedient sieh 
zur Bezeichnung der Differentialquotienten der gegebenen Func- 
tion F{Xy y, jT, p, q) der Abkürzungen 

dF y dF^ y dF y dF p dF ^ 

dx~^' d~y~^' Jm~'^' dp ~ ^ dq'^^' 
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BO gelangt man zu der Gleichung 

aus welcher f zu bestimmen ist. Hiemach hängt diese Be- 
stimmung (856) Ton einer homogenen linearen Differential- 
^eichnng ab, die wiederum auf die Integration des Systems 
simultaner gewöhnlicher Differentialgleichungen 

r^ -.s dx dy de dp dg 

K^^J 'P~'Q—Pp+gq X + pZ^~Y^qZ 

zurückführt. 

Ein Integral dieses Systems und damit auch ein Integral 
der Gleichung (9) ist bekannt: es ist die Function F{x,y,0,Pfq). 
In der That, setzt man in (9) statt der Ableitungen von f 
jene von F ein, so wird sie identisch befriedigt^ da 

ist. 

Hat man ein zweites davon yerschiedenes Integral des 
Systems (10) gefunden^ so kommt es nur mehr auf die In- 
tegration der exacten Gleichung (3) an. 

In den besonderen Fällen^ welche den Gegenstand des 
vorigen Artikels gebildet haben^ führt die allgemeine Methode 
eben£älls zum Ziele und bestätigt die dort auf Grund geome- 
trischer Überlegung gemachten Aufstellungen. 

So ist bei der Differentialgleichung F{pj g) = 

x=r=z— 0, 

infolge dessen geben die beiden letzten Theile der Hilfsglei- 
chungen 

clp = 0^ dq=^0, woraus p=^a, 2 = ^, 

wozu jedoch die weitere nothwendige Bedingung F(a, 6) = 
hinzutritt. 

Die Differentialgleichung F(Xy p, q) ^==0 gibt 

r=o, Z=0, 

infolge dessen ist vermöge (10) 

dfg = , woraus g = a. 
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Des weiteren gibt 2^(y, |), g) = 

X=0, Z=0, 
daher ist auf Grund Ton (10) 

dp ss= 0, woraus |> = a. 
Die nächste Form F(g^ P, i) = fahrt zu 

X = 0, T=0, 

womit die beiden letzten Theile von (10) sich yereinfachen zu 

dp da 

-^ = -^ woraus a «= a » . 

p q ^ ^ ^ 

Die als letzte behandelte Gleichung q>(Xyp) — tlf(y, 2) = 
ergibt 

ex' ' dp 

und hiermit verbinden sich der erste und vierte Theil von 
(10) zu der Gleichung 

dx dp 



woraus 




d<p dtp 
dp dx 


und weiter 

folgt. 

862. Beispiele. 


<p(x, p) — a 
1) Zu der Differentialgleichung 






px-\-qy i?« =- 


gehören die 


Hilfsgleichungen 



dx 



dy de dp dq 



aJ — g y — p P^ P 9. 

aus deren zwei letzten Theilen sich 

q^ap 

ergibt. Dies mit der gegebenen Gleichung verbunden gibt 
(mit Ausserachtlassung von p = 0) 

P = ^ + yj q = x + ay 
und hiermit wird 

djs = [~ +y)dx + (x + ay)dyy 
also 
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adjs = (rp + ay){dx + arfy), 

woraus durch Integration die yollstandige Lösung 

2az = {x + ayy + h 

erhalten wird; sie stellt ein zweifach unendliches System zur 
x^- Ebene paralleler parabolischer Gjlinder dar. 
2) Die Differentialgleichung 

führt zu den Hilfsgleichungen 

— dx^ ^y = ^£ = ^^ 

^yiäy + «) — P + 2ay(gy + s) — 2i)(gy + z) 
dq 

~ — *«(2y + *) *' 

die Verbindung des zweiten Theiles mit dem letzten reducirt 
sich auf die exacte Gleichung 

?^ + ^ = 0, 

deren Integral in der Gestalt 

a 

geschrieben werden kann; hiermit aber gibt die vorgelegte 
Gleichung 

Die Einsetzung dieser Werte in dz =i pdx -j- qdy liefert 
zunächst 

und nach Trennung der exacten Theile 

dz — j^dy = (y + ^)*d^; 
beachtet man aber, dass die linke Seite das exacte Differential 

von -^ + ^ ^^^} ^^ ^^^^ ^^ <^^ letzte Gleichung auch ge- 
schrieben werden 



y 



[f+'j 



^ a= da; 
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und das Integral hiervon gibt die vollständige Lösung 

+ -4-. + ^ = o. 



§ 2. Partielle Differentialgleichungen Bweiter Ordnung. 

868. War es bei den Differentialgleichungen erster Ord- 
nung möglich; über die Zusammensetzung ihrer Integrale Auf- 
schluss zu erlangen und allgemeine Methoden zu ihrer Inte- 
gration zu entwickeln^ so ist solches bei Differentialgleichungen 
zweiter und höherer Ordnung bisher nicht gelungen; nur ein^^ 
zelne specielle Formen sind mit besonderen Hilfsmitteln gelöst 
worden, darunter solche, zu welchen Probleme der Geometrie, 
Mechanik und Physik geführt haben. 

Eine Differentialgleichung zweiter Ordnung mit zwei un- 
abhängigen Yariabeln ist im Allgemeinen eine Relation zwischen 
acht Grössen: den drei Variabein a;, y, z und den fünf Diffe- 
rentialquotienten erster und zweiter Ordnung |), j; r, 5, t 
von z\ ihr Ausdruck ist also 

(1) F{x,y,0,p,q,r,s, = 0. 

Gelingt es auf irgend einem Wege, aus ihr eine Gleichung 
abzuleiten, welche r, $, t nicht enthält, also eine Gleichung 

(2) f{!e,y,e,P,q) = 0, 

SO ist die weitere Lösung auf ein bereits behandeltes Problem, 
auf die Integration einer Differentialgleichung erster Ordnung, 
zurückgeführt. Die Gleichung (2) wird ein Zwisdienintegrdl 
der Gleichung (1) genannt. 

In den beiden folgenden Artikeln wird eine Auswahl 
solcher Gleichungen vorgeführt werden, um daran einige Ver- 
fahrungsarten zu zeigen und die Mannigfaltigkeit in dem Baue 
der Integrale zur Anschauung zu bringen. Während in dem 
ersten Artikel vornehmlich solche Gleichungen zur Behand- 
lung kommen, welche nur Differentialquotienten in Bezug auf 
eine unabhängige Variable enthalten, betrifft der zweite Artikel 
eine besondere Gattung: lineare Differentialgleichungen mit 
Constanten GoefGcienten. 
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864. Beispiele, 1) Die Differentialgleichung 

(1) r = fix) 

ist wie eine gewöhnliche zu behandeln^ jedoch mit der Bemer- 
kung ^ dass an die Stelle der Integrationscon^/anfen eine will- 
kürliche Function von y^ das bei dem ganzen Processe als 
constant betrachtet wird^ zu setzen ist^ um das Integral in 
seiner grossten Allgemeinheit zu erhalten. Hiemach ist nach 
einmaliger Integration 

p =ff{x)dx + q>{y) 

— dies das Zwischenintegral — und nach abermaliger In- 
tegration 

(2) z =fdxff{x)dx + x^{y) + ^(») . 

In ahnlicher Weise wäre t = f(jf) zu lösen. 

2) Ein analoger Vorgang f&hrt zur Lösung yon 

(3) s = f{x,y), 

nur mit dem unterschiede , dass nach zwei verschiedenen Ya- 
nabeln integrirt wird; man erhält bei der Integrationsfolge y, x 

p =ff{x, y)dy + ifXx) 

^Jdxffipc, y)dy + q>{x) + t(y) • 

3) Die Gleichungen 

(r + Pp=Q 
(5) \t + Qq=R 

' ys + Fp=Q, 

worin P, Q, R Functionen von x, y bedeuten, erscheinen, in 
den Formen 

g + pp-« 

geschrieben, als gewöhnliche lineare Differentialgleiehnngen 
erster Ordnung, sofern man in der ersten y, in den beiden 
letzten x als constant auffasst. Ihre Integration nach der in 



(4) 
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814 entwickelten Methode führt zu einem Zwischenintegrale^ 
das wieder als gewöhnliche Differentialgleichung anzusehen ist. 
Ein Beispiel zu dem ersten Falle bietet die Gleichung 

xr — p "^ xy] 

transformirt man sie zu 

dp p 

dx X ^' 

80 gibt sie zunächst 

P = x[x{y) + ylx) 

und nach nochmaliger Integration 

^ = Y z(y) + » (y ^-^ — t) + *(»)5 

die beiden Glieder y x(y) i ziö^en sich aber zu xrfp(if) 

zusammen ; wobei ip(y) wieder eine willkürliche Function Ton 
y bedeutet^ sodass endgiltig 

4) Sind P, Qj li Functionen von x^ y, p, so kann die 
Gleichung 

(6) Pr+Qs = R 

als lineare partielle Differentialgleichung erster Ordnung be- 
handelt werden*, man braucht sie nur in der Gestalt 

dx ^ ^ oy 

zu schreiben; ihre Integration ist also zunächst auf die In- 
tegration der beiden simultanen Gleichungen 

dx dy dp 

'P—'Q—'B 

zurückgeführt; das Zwischenintegral , welches sich so ergibt, 
verhält sich wie eine gewöhnliche Differentialgleichung. 
Als Beispiel hierzu diene die Gleichung. 

I> + r + 5 = 1 ; 
die zugehörigen Hilfsgleichungen 

dx = dy = -r — — 
^ 1 — » 
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ergeben die beiden onabhängigen Lösungen 

X — y = a, 1 — p = 66^y 
und aus diesen folgt das ajlgemeine Integral 

Lz^ = 9\x — y) 

e ^ 
oder 

i) = i — e-V(^ — y), 

woraus schliesslich 

g^x — ery<p{x — y) + ^(y) . 

5) Bei der Differentialgleichung 

(7) q^r — 2pqs+pH = 0, 

welche alle fünf Differentialquotienten enthält , kann Ton dem 
folgenden auch in einigen anderen Fällen zum 21iele fOhrenden 
Verfahren Gebrauch gemacht werden. 
Mit Hilfe der Gleichungen 

dp = rdx + sdy 

dq^^sdx + tdy 

lassen sich nämlich aus (7) r und t ausscheiden, indem man darin 

dp — sdy , dg — sdx 

dx * dy 

einsetzt, die umgestaltete Gleichung lautet dann 

g^dpdy + p^dqdx »= 8(qdy + pdxy, 

enthält nur einen zweiten Differentialquotienten und wird be- 
friedigt, wenn simultan 

q^dpdy -^p^dqdx — 

qdy '{' pdx = 

ist; die erste Gleichung yereinfacht sich aber yermoge der 
zweiten, sodass man schliesslich das Gleichungspaar 

qdp — pdq =« 

qdy -i- pdx^=^ 

zu integriren hat; die erste Gleichung gibt 

^ = a, 

die zweite, weil ihre linke Seite d0 darstellt, 

Ä~ &; 

C sab er, Twlatiuigeii. IL 27 
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das allgemeine Integral lautet also 

und bildet in der Anordnung 

eine homogene lineare Differentialgleichungy welche mittels der 
Hilfsgleichungen 

zu losen ist. Zunächst folgt daraus 

und hiermit weiter 

schliesslich also ergibt sich die allgemeinste Lösung^ wenn man 
C— ^(0) setzt, d. h. 

865. Besondere Beachtung verdienen wegen ihres Auf- 
tretens in den Anwendungen der Analjsis diejenigen Gleichungen^ 
welche in Bezug auf und seine Differentialquotienten p, q, 
Ty 8y ty , . . linear sind in dem Sinne, dass die GoefQcienten 
nurmehr von Xy y abhängen, und unter diesen insbesondere 
die homogenen Gleichungen mit consta/nten Coeffidenten. 

Gleichungen der angegebenen Art haben mit den ge- 
wohnlichen linearen Differentialgleichungen (886) mancherlei 
Analogien. So hat eine Gleichung von der Form 

(1) a^0 + 2boP + 2b^q + c^r + 2c,8 + c,^ = 0, 

also eine homogene Differentialgleichung, gleichgiltig ob die 
Goefficienten a^, &09 ^1 ; * * • constant oder Functionen Yon Xy y 
sind, die Eigenschaft, dass, sobald sie durch 

js = fp(x,y) 

befriedigt wird, auch = dp (Xy y) ein Integral derselben ist; 
und weiter, wenn = tpiix, y), = ^%{Xy y) zwei Integrale 
jener Gleichung vorstellen, so ist auch der mit willkürlichen 
Gonstanten (7^, C^ gebildete Ausdruck 

e = Ciq>t{Xy y) + G^ip^(Xy y) 

ein Integral; diese Bemerkung, von deren Richtigkeit man sich 
ebenso leicht wie bei gewöhnlichen Differentialgleichungen über- 
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zengt^ ist wichtig für die Gonstraction des atlgemeinsten In- 
tegrals. 

Wir setzen nun die Goe£Goienten der äleichung (1) als 
eonstant voraus. Führt man in die linke Seite derselben den 
mit Yorlanfig unbestimmten Zahlen a, ß gebildeten Ausdruck 

(2) ß — ef'-^fiy 

ein, so yerwandelt sie sich in das Product 

mithin ist (2) nur dann^ dann aber immer ein Integral von 
(1)^ wenn a, ß der quadratischen Gleichung 

(3) ao + 260« + 26i/S + c,a* + 2c,aß + ^/J« = 

genügen. Ist also a^, ßt eine Lösung dieser charakteristischen 
Gleichung^ so ist 

ein Integral, und das allgemeinste Integral ist 

(4) ^ =^0*e"*'+^*% 

die Summe eigentlich über die oo^ Wertverbindungen at/ß* 
erstreckt, welche der Gleichung (3) entsprechen. 

Von besonderem Interesse ist der Fall, wo die linke Seite 
Ton (3) Zerlegung in lineare Factoren gestattet, sodass 

(^« + B,ß + Ci)(A« + B,ß + O,) = 
ist. Zieht man daraus die beiden Bestimmungen 

ß «B tna + », /J = tna + » , 

so zerfallt (4) in zwei Theile 

die Summe über alle reellen Werte Ton a erstreckt und jedem 
a ein beliebiges C zugeordnet. Die erste Summe aber stellt 
in letzter Linie eine willkürliche Function von x -f- my, die 
zweite eine willkürliche Function von x -|- fn'y dar; man hat 
also bei dieser Yoraussetzung 

(5) » ei^yg>(x + my) + c»'«'^(a? + m'y) 
als allgemeinstes Integral Ton (1). 
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Zur ninstration dieses Verfahrens mögen zwei Beispide 
dienen, deren erstes insofern von historischem Interesse ist, 
als es die erste partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung 
betrifft, die zur Losung gebracht wurde — durch Euler — ; 
das zweite ist ein blosser Specialfall des ersten und behandelt 
eine Differentialgleichung, die in der Theorie schwingender 
Saiten auftritt. 

1) Zu der Gleichung 

(6) r + 2as + bt = 
gehört die charakteristische Gleichung 

dieselbe ergibt für das Verhältnis ~ zwei Werte: m und m', 

sodass 

ß s= ma und ß = m'a 

zu setzen ist; hiemach ist 

(7) — q>(x + my) + if{x + my) 

das allgemeine Integral von (6). 

2) Die Gleichung 

(8) r — aH = 

ist in der vorigen als besonderer Fall enthalten, hat die 
charakteristische Gleichung 

a« _ a«/J« — 

mit den Lösungen /)«» + —> also das allgemeine Integral 

i? »= 9 (o; + — j + ^ (rc — — j oder, was auf dasselbe zurück- 
kommt^ 

(9) = ^(y + ax) + ^(y — ax). 

Sind ausreichende Bedingungen hiefOr vorhanden, so lassen 
sich auch die willkürlichen Functionen bestimmen. Würde 
z. B. gefordert, dass 

werden soll, wobei JP, f gegebene Functionen bedeuten, so hatte 
man in Ausführung dieser Bedingungen 



Fünfter Abschnitt. Differentialgleichungen. 421 

9(y) + *(y) = F(y) 

o9>'(y) — «t^'(y) = fiy) , 

folglich weiter 

<p(y) — Hy) = Fi(y) , 

wenn — j f{y)dy = ^i(y) gesetzt wird, und hieraus 
unter den festgesetzten Bedingungen hätte man also 

^ 2 H 2 

als einen besonderen Fall des in (9) enthaltenen allgemeinsten 
Integrals. 
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